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Introduccion

En el analisis de la estabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales
podemos estudiar la parte lineal del sistema, en su tesis doctoral de 1892
Problema general sobre la estabilidad de movimiento [25], Lyapunov defi-
nio rigurosamente los conceptos principales de la teoria de la estabilidad y
destaco los casos en que la linealizacion implica la estabilidad local del sistema
original. Para la estabilidad asintética de un sistema continuo (o discreto),
es necesario que todas las raices de su polinomio caracteristico asociado se
encuentren en C~ (o en D), donde C~ es el conjunto de nimeros complejos
que tienen parte real negativa y D es el conjunto de niimeros complejos con
norma menor que 1. En el caso en que un polinomio tenga todas sus raices
en C™ se dice que es un polinomio Hurwitz y en el caso en que todas sus
raices estén en DD se dice que es un polinomio Schur. Esta condicién de esta-
bilidad espectral ya se conocia en el siglo XIX. Sin embargo, en la ausencia
de procedimientos para encontrar la solucion de ecuaciones algebraicas de
orden n > 5 y sin computadoras para aproximar las raices, este criterio sélo
podia ser verificado para sistemas de dimensiéon menor a cinco.

En 1868, Mazwell plantea el problema mateméatico de la busqueda de
condiciones bajo las cuales todas las raices de una ecuacion algebraica se en-
cuentren en la mitad izquierda del plano complejo. Los trabajos pioneros de
Mazwell y Vyshnegradskii sobre la estabilidad de sistemas controlados se li-
mitaron a modelos lineales de orden bajo. Sin embargo, muchos matematicos
ya se habian ocupado de la determinacion del nimero de raices de ecuaciones
algebraicas en determinados lugares (dentro y fuera del eje real, en la mitad
del plano, etc) desde las primeras décadas del siglo XIX, tales como, Cauchy,
Sturm, Jacobi, Borchardt, Cayley, Sylvester y Hermite. De hecho, Hermite
(1853), ya habia resuelto el problema de Mazwell, pero sus resultados no e-
ran conocidos fuera del mundo de las mateméticas. Routh (1887) y Hurwitz
(1895) demostraron que la estabilidad se puede determinar directamente de
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los coeficientes del polinomio caracteristico asociado. Los trabajos de Routh y
Hurwitz, dieron lugar al Criterio de Routh-Hurwitz, probablemente el criterio
maéas popular para determinar si un polinomio es o no polinomio Hurwitz. Sin
embargo, otro criterio digno de mencion es el Teorema de Hermite-Biehler,
el cual es el tema de esta tesis. El potencial del Teorema de Hermite-Biehler
fue apreciado en el Teorema de Kharitonov, el cual fue reportado en 1978 y
su prueba esta basada en el Teorema de Hermite-Biehler. En esta tesis pre-
sentamos la prueba del Teorema de Kharitonov en el capitulo 2. El Teorema
de Kharitonov da condiciones para que una Familia Intervalo de Polinomios
consista solo de polinomios Hurwitz. Ademaés de las Familias Intervalo existen
otras familias de polinomios, pero las Familias Intervalo son sin duda las mas
famosas. Ademads del criterio de Routh-Hurwitz y del Teorema de Hermite-
Biehler, existen otros criterios. En todos estos criterios se pueden ver vari-
adas técnicas para su prueba. Estas técnicas fueron ampliadas por Cebotarev
y luego por Pontrjagin para obtener condiciones necesarias y suficientes para
que los ceros de polinomios de la forma P(z, e*) tengan raices con parte real
negativa.

En este trabajo se presenta el Teorema de Hermite-Biehler (Criterio de
la Alternancia), aplicado a sistemas de ecuaciones diferenciales continuos,
discretos y con retardo, también una aplicacién del Teorema para analizar la
estabilidad en familias de polinomios, asi como algunas generalizaciones del
teorema para polinomios que no son necesariamente Hurwitz.

En el Capitulo 1, se muestra como este criterio puede ser aplicado a
sistemas continuos y discretos, donde se utilizara la propiedad de la fase
creciente. Para la demostracién del criterio se utilizara el Teorema de Inter-
seccion de la Frontera. En el Capitulo 2, se presenta una aplicacion de este
teorema dada por Kharitonov para analizar la estabilidad en familias de poli-
nomios. En el Capitulo 3, se enuncia la generalizacién de este teorema para
sistemas de ecuaciones diferenciales con retardo, se analiza la generalizacién
dada por Pontrjagin para polinomios del tipo P(z,e*) llamados Cuasipoli-
nomios. En el Capitulo 4, se estudian otras generalizaciones de este teorema
para polinomios que no son necesariamente Hurwitz estables.



Capitulo 1

El Teorema de Hermite-Biehler

para polinomios Hurwitz y
Schur

En el anélisis de la estabilidad asintética de un sistema continuo (o discre-
to) es necesario que todas las raices de su polinomio caracteristico asociado se
encuentren en C~ (o en D), asi, el problema de determinar condiciones bajo
las cuales, todas las raices reales de un polinomio caracteristico se encuentren
en la mitad izquierda del plano complejo juega un papel importante en la
teorfa de la estabilidad de sistemas auténomos (tiempo invariante). Un poli-
nomio que posee esta propiedad es llamado polinomio Hurwitz. En el estudio
de la distribucion de las raices de un polinomio sobre el plano complejo, uno
de los primeros problemas fue, historicamente, el de determinar el niimero
de raices reales de una ecuacién; esto es, dada una ecuacion con coeficientes
reales, determinar por algiin criterio, que dependera de sus coeficientes, y sin
resolver la ecuacion, si tiene raices reales. En caso afirmativo, cuantas raices
positivas y cuantas negativas tiene. Diversos criterios han sido propuestos
para determinar la estabilidad Hurwitz de un polinomio real sin conocer
sus raices reales. Resultados de esta naturaleza fueron obtenidos por Routh,
Hurwitz y Hermite, en el siglo XIX. En el caso de sistemas discretos, para
tener estabilidad se necesita que el polinomio caracteristico asociado tenga
todas sus raices dentro del circulo unitario abierto. Tales polinomios reciben
el nombre de polinomios Schur.

En este capitulo presentamos el Teorema de Hermite-Biehler aplicado a
sistemas continuos y discretos de tiempo invariante.



1.1. Preliminares.

Comenzaremos con el conocido Principio del Argumento de la teoria de
variable compleja. Sea C un contorno cerrado simple en el plano complejo
y w = f(z) una funcién de variable compleja z, la cual es diferenciable en
cada punto de C (analitica en C). Sean Z y P el ntimero de ceros y polos
respectivamente, de f(z) contenidos en C. Sea Acarg[f(z)] el cambio neto
del argumento (édngulo) de f(z) cuando z recorre el contorno C en direccién
positiva.

Teorema 1.1 (Principio del Argumento).
Acarg|f(z)] = 2n(Z — P). (1.1)
Demostracion. Ver [28]. O
Del principio del argumento se desprende el siguiente teorema.

Teorema 1.2 (Teorema de Rouché). Sean f(z) y g(z), dos funciones
analiticas dentro y sobre un contorno cerrado simple en el plano complejo.
Si

l9(2)] < |f(2)]; (1.2)

para los puntos z en C, entonces, f(2) y f(z)+ g(z) tienen el mismo nimero
de ceros (multiplicidades incluidas) dentro de C.

Demostracion. Ya que f(z) no puede anularse en C, a causa de 1.2, tenemos
que

Acargf(z) +9(=)] = Acars{ £(2)[1+ L))

f(z)
= Acarg[f(2)] + Ac arg {1 + %} ) (1.3)

Ademas, ya que )

g(z

OIS
para todo z € C, el punto variable

_ ., 9()

w=1+ )



permanece en el disco |[w — 1| < 1, cuando z recorre la curva C. Por consi-
guiente, w no da ninguna vuelta alrededor del origen de coordenadas, de lo
cual se obtiene que

Acarg|1+ %} —0. (1.4)

Combinando (1.3) y (1.4), obtenemos que

Acarg[f(z) + 9(2)] = Acarg[f(2)].

Ya que f(z) y g(z) son analiticas dentro y sobre C, el teorema se tiene a
partir del principio del argumento. O]

El siguiente teorema es una aplicacién del Teorema de Rouché.

Teorema 1.3. Sean

m

P(z)=po+piz+-+pa2" =[(z—2)", pa #0, (1.5)
j=1
Q(2) = (po+€)+ (pr+e)z+ -+ (pn+ €)™, (1.6)

y consideremos un circulo Cy de radio 1y, centrado en zy, la cual es una raiz
de P(z), de multiplicidad ty.. Sea 7y, fijo, donde,

0 <rp <min|z — 2|, para j=1,2,...,k—1,k+1,...,m. (1.7)

Entonces, existe un nimero positivo €, tal que el polinomio Q(z) tiene ty
ceros dentro del circulo Cy, siempre que |€;| < € para cada i =0,1,...,n.

Demostracion. P(z) es una funcién continua y distinta de cero sobre el com-
pacto Cg, y por lo tanto, alcanza un valor minimo sobre éste, digamos d > 0,
tal que

|P(z)] > 0 >0, para todo z € Cy. (1.8)

Por otro lado, consideremos el polinomio R(z), definido por
R(z) =€y + €12+ -+ €,2". (1.9)

Observemos que Q(z) = P(z) + R(z), queremos probar que |R(z)| < |P(z)],
para todo z en Cy.



Si z pertenece al circulo C entonces

|R(2)] = leo+ez+-+e€,2"
< el + e[z + - + lenl|2"]
< leol +leal(lz — zi| + |2]) + - + [enl (|2 — 26| + |2x])",

si tomamos €; < €, se cumple que
n
[R(2)| <€) (ri+|zl),

J=0

llamemos
n

My = (ri+ |2),
J=0

donde M, es fijo. Si escogemos ¢, tal que, € < ]‘\54—’1, entonces
Ok
|R(Z)‘ < EMk < —Mk = 5k7
My,

asi
|R(2)| <0, < [P(2)], (1.10)
sobre Ci,. Entonces por el teorema 1.2, P(z) y P(z) + R(z) tienen el mismo

nimero de raices dentro de C,. Como Q(z) = P(z) + R(z) y P(z) tiene t;
raices dentro de Ci, entonces ()(z) tiene t; raices dentro de C. O

Corolario 1.4. Fijemos m circulos Cy,...,Cp,, que son ajenos por parejas
y estdn centrados en zi,...,zm, respectivamente. Aplicando sucesivamente
el teorema anterior, podemos decir que existe € > 0, tal que, para cualquier
conjunto de nimeros {e, ..., €,}, satisfaciéndose |¢;| < €, para i =0,...,n,
Q(z) tiene precisamente t; ceros dentro de cada circulo C;, donde

P(z)=ap+a1z+ -+ a,2" =a, H(z — 2%, a, #0,
j=1
Q(z) = (ap + €0) + (a1 +€1)z+ -+ (an + €,)2".

Observacién 1.5. Por el corolario 1.4 y el teorema 1.3, el conjunto de poli-
nomios Hurwitz de grado n, digamos H,,, es un conjunto abierto: si p(z) =
ag+ a1z +---+apz" € H,, entonces eziste € > 0, tal que, si |e;| <€, Vi =0,
...,n, entonces se cumple que Q(z) = (ap+€o)+(ar1+€1)z+- -+ (a,+€,)2"
H,.
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1.2. El Teorema de Interseccion de la Fron-
tera.

El teorema y corolario anteriores nos llevan al Teorema de interseccion
de la frontera, en el cual se basara la demostracién del Teorema de Hermite-
Biehler.

Consideremos el plano complejo C y sea & C C un conjunto abierto dado.
Sabemos que S y su frontera S, junto con el interior U ° del conjunto cerrado
U = C — S forman una particion del plano complejo, esto es

SUISUUS=C,  SNU°=8NIS=0SNU°=10. (1.11)

Supongamos, ademds, que cada uno de estos tres conjuntos es no vacio. Estas
suposiciones son muy generales. En la teoria de la estabilidad, podemos elegir
para S, el semiplano abierto C~ (para sistemas continuos) o el disco unitario
abierto D (para sistemas discretos) o cualquier subconjunto adecuado de
éstos.

Consideremos una familia de polinomios P(A, z), que satisfaga la siguiente
condicion:

Hipétesis 1.6. P(\, z) es una familia de polinomios
1. de grado fijo n.
2. continuos con respecto de la variable A para X € [a,b].

Un elemento de la familia de P()\, z), puede ser escrito como
P(X\ 2) =po(A) + p1( M)z + -+« + pa(N)2", (1.12)

donde po(N), p1(A), ..., pa(A), son funciones continuas de A en [a,b] y donde
pn(A) # 0, para todo A € [a,b]. Por la observacion 1.5, el conjunto de poli-
nomios de grado n, que tienen todas sus raices en un conjunto abierto O,
también es abierto. En el caso anterior, si para algin t € [a, b, P(t, z) tiene
todas sus raices en S, entonces siempre es posible encontrar un nimero real
positivo «, tal que

Vi' € (t — a,t+a)Na,b], P(t', 2) tiene todas sus rajces en S.  (1.13)
Esto nos lleva al siguiente resultado fundamental.
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Teorema 1.7 (Teorema de Interseccién de la Frontera). Si P(\, z) sa-
tisface la Hipdtesis 1.6 y P(a, z) tiene todas sus raices reales en S (P(a, z) €
H) y P(b, z) tiene al menos una raiz en U, entonces existe un nimero p €
(a,b], tal que

a) P(p,z) tiene todas sus raices en SU OIS y

b) P(p,z) tiene al menos una raiz en 0S.

Demostracion. Para probar este resultado, introducimos el conjunto E de
nimeros reales t, tales que t € (a,b] que satisfacen la siguiente propiedad:

P Vt' € (a,t), P(t,z) tiene todas sus raices en S. (1.14)

Por hipétesis, sabemos que P( a, z) tiene todas sus raices en S y por lo tanto,
como se menciond anteriormente, es posible encontrar un o > 0, tal que

Vi' € [a,a+a)N[a,b], P(t,z) también tiene todas sus rafces en S. (1.15)

De esto, se deduce que el conjunto E es no vacio, ya que, por ejemplo, a + 5
se encuentra en F.
Ademas, de la definicién de E la siguiente propiedad se tiene:

ty € E, y a < t; < ty, implica que t; se encuentra en F. (1.16)

Dado esto, se tiene que E es un intervalo y ademés sea p = sup FE, este
supremo existe, pues E esta acotado superiormente por b.

A) Por un lado es imposible que P( p, z) tenga todas sus raices en S. Si este
fuera el caso, entonces necesariamente p < b y seria posible encontrar
un a > 0, tal que, p+a<by

Vi' € (p—a, p+a)N[a,b], P(t',z) también tiene todas sus rafces en S.

(1.17)
Como consecuencia, p+ § pertenece a E'y esto contradice la definicién
de p.

B) Por otro lado, también es imposible que P(p, z) tenga una sola raiz en
el interior de U, ya que por el Teorema 1.3, podriamos encontrar un
a > 0, tal que

V' e (p—a,p+a)Na,b], P(t,z) tiene al menos una raiz en U °,
(1.18)
y esto contradice el hecho de que p—e pertenece a F/, para e suficientemente
pequeno.
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De A) y B), se concluye que P(p, z) tiene todas sus raices en S U S, y al
menos una raiz en 0S. m

El siguiente resultado da un ejemplo de una situacion, en la que la
hipétesis sobre el grado puede ser relajada. Sea S, la region de estabilidad.

Teorema 1.8. Sea {P,(2)}, una sucesion de polinomios estables de grado
acotado y supongamos que P,(z) — Q(z). Entonces las raices de Q(z) estdn

en SUJIS.

En otras palabras, el teorema dice que el limite de una sucesion de poli-
nomios estables, de grado acotado, sélo puede tener raices inestables en la
frontera de la regién de estabilidad.

Demostracion. Por hipétesis, existe un entero N, tal que, gr[P,] < N, para
todo n > 0. Por lo tanto, podemos escribir para todo n

Po(2) = pog + praz + -+ Drnz (1.19)

Ya que la sucesion { P, (z)} converge a Q(z), entonces @(z) tiene grado menor
o igual a N, asi que también podemos escribir,

Qz)=q+qz+-- +aqnz". (1.20)
Ademas
11’12 Dkn = qk, Para k=0,1,..., N. (1.21)

Ahora, supongamos que (z) tiene una raiz z*, la cual se encuentra en U°.
Mostraremos que esto conduce a una contradiccion. Ya que U° es abierto,
podemos encontrar un niimero positivo r, tal que, el disco C centrado en z*
y de radio r estda contenido en U°. Por el Teorema 1.3, existe un nimero
positivo €, tal que, para |¢;| <€, parai=0,1,---, N, el polinomio

(qo+eo) + (1 +e)z+--+ (qn +en)2™, (1.22)

tiene al menos una rafz dentro del circulo C C U°. Ahora, de acuerdo a (1.21)
es posible encontrar un entero ng, tal que

n>ng = |pen — gkl <€ parak=0,1,..., N. (1.23)

Pero entonces (1.23), implica que para n > ny,
(@0 +Pon = o) + (@1 +P1n— @)z 4+ (g +Dnp —an) 2" = Po(2) (1.24)
tiene al menos una raiz en C C U°, y esto contradice el hecho de que P,(2)

es estable para todo n. ]

13



El Teorema de Interseccion de la Frontera también puede ser aplicado a
una familia de polinomios, para detectar la presencia de polinomios inestables
en la familia. Supongamos que §(z, p) denota un polinomio, cuyos coeficientes
dependen continuamente sobre el vector de pardametros p € R, el cual varfa
en un conjunto  C R, por lo tanto, genera la familia de polinomios

A(z) :={d(z,p) : p € Q}. (1.25)

Tenemos una regién de estabilidad & y deseamos determinar si la familia
A(z) contiene polinomios inestables. Supongamos que hay al menos un poli-
nomio estable §(z, p,) en la familia y que cada polinomio de la familia tiene
el mismo grado. Entonces, si 0(z, p,) es un polinomio inestable, se sigue del
Teorema de Interseccion de la Frontera, que sobre cualquier trayectoria con-
tinua que conecta p, y p;,, debe existir un punto p,, tal que, el polinomio
d(z,p.), contiene raices sobre la frontera de la regién de estabilidad 9S. Si
esa trayectoria puede ser construida en su totalidad dentro de €2, es decir,
si ) es arco-conexo, entonces p,. se encuentra en ). En este caso, la pres-
encia de polinomios inestables en la familia es equivalente a la presencia de
polinomios en la familia con raices en la frontera. Si z* es una raiz de un
polinomio en la familia se tiene que 0(z*,p) = 0, para algin p € Q y esto
implica que 0 € A(z*). Por lo tanto, la presencia de elementos inestables
en A(z), pueden ser detectada mediante la generaciéon del conjunto imagen
A(z*) de la familia en z* € S, barriendo z* a lo largo de la frontera de esta-
bilidad 98, y verificando, si la condicién de exclusién del cero, 0 € A(z*), es
violada por algin z* € 9S. Esto es declarado como una version alternativa
del Teorema de Interseccién de la Frontera.

Teorema 1.9 (Principio de exclusién del cero). Supongamos que tene-
mos una familia f(p,t) de polinomios, tal que, p € Q C R™, donde Q) es arco-
conexo, la familia es de grado constante y al menos hay un polinomio Hurwitz.
Entonces toda la familia es Hurwitz, si y solo si, f(p,iw) # 0,Vw € R y
VpeQ.

Demostracion. Ver [5] y [24]. O
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1.3. El Teorema de Hermite-Biehler: Sistemas
continuos.

Ahora presentamos el Teorema de Hermite-Biehler, también denomina-
do Teorema de Alternancia. Nos limitaremos al caso de polinomios con co-
eficientes reales, primero nos ocuparemos del caso Hurwitz y luego del caso

Schur.
Consideremos un polinomio de grado n,

P(z) =po+piz+pez® + -+ pp2”, (1.26)

P(z) es un polinomio Hurwitz, si y sélo si, todas sus raices tienen parte real
negativa, es decir, estédn en el semiplano abierto izquierdo (C™). Tenemos las
siguientes propiedades

Propiedad 1.10. Si P(z) es un polinomio real Hurwitz, entonces todos sus
coeficientes son distintos de cero y tienen el mismo signo, ya sea positivo o
negativo.

Demostracion. Por el Teorema fundamental del dlgebra, P(z) puede ser fac-
torizado en un producto de polinomios lineales y cuadraticos, los cuales
son Hurwitz y cumplen la propiedad, por lo tanto, la propiedad se tiene.
Ver [24]. m

Propiedad 1.11. Si P(z) es un polinomio Hurwitz de grado n, entonces
arg[P(jw)], también llamada la fase de P(jw), es una funcion continua y
estrictamente creciente de w sobre (—oo,+00). Ademds, el incremento neto
de la fase de —oo a +00 es

arg| P(+joo)| — arg[P(—joo)| = n. (1.27)

Demostracion. Por el teorema fundamental del algebra, podemos escribir
P(z) como

P(2) = pu(z — a1 — jb1) (2 — ag — jby) - - - (2 — a5, — jbn), (1.28)
donde z; = a; + jb; y a; < 0. Entonces
P(jw) = ppl—a1 + j(w — b1)][—as + j(w — ba)] - - - [—an + j(w — by)],
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luego, calculamos la fase de P(jw)
arg[P(jw)] = arg[pn] + arg[—a1 + j(w — b1)] + - - - + arg[—an + j(w — by)]
—b -
= arg(p,) + arctan (w 1) + .-+ 4 arctan (w ") . (1.29)

—ay —Qp
Ahora
d , 1 1 1 1
PG = — g (o) 4 ()
14 <w_—abll> 1 14 <w_:lbn) n
y para todo k = 1, ..., n, se tiene que a, < 0, ya que a; + jby es raiz de

P(z), el cual es Hurwitz. Por lo tanto, arg[P(jw)] es una funcién creciente

de w. Ahora

lim arg|P(jw)] = arg(pa) + g +ot g = arg(pn) + %
’ . ™ ™ nm
WLHPOO arg[P(jw)] = arg(pn) — 57 T 5T arg(pn) — -5

por lo tanto
arg[P(+joo)] — arg[P(—joo)] = n.

O
La parte par e impar de un polinomio real P(z), es definida como:
PP (2) i= po + p22” + paz’ + -
PmPar(2) i= prz + p32® 4+ ps2® + - - (1.30)
Definimos
PP(w) = PP (ju) = po — pa? + pacs” — - -
P(w) = ij—w(m — 1 — paw? + pwt — - (1.31)

PP(w) y P"™(w) son ambos polinomios en w? y como consecuencia, cada
conjunto de raices sera siempre simétrico con respecto al origen del plano
complejo.

Supongamos ahora que el grado del polinomio P(z) es par, n = 2m,
m > 0. En este caso, tenemos

PP(w) = po — pow® + pawt — -+ (—1)mp2mw2m
sz(w) =p — png _’_p5w4 — 4 (_l)m—1p2m_1w2m—2' (132)
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Definicién 1.12. Un polinomio real P(z), satisface la propiedad de la alter-
nancla St

a) Pom Y Pam—1 tienen el mismo signo.

b) Todas las raices de PP(w) y P™(w) son reales, distintas y ademds las m
raices positivas de PP(w) y las m — 1 raices positivas de P (w) se van
alternando, es decir:

0 < Wt <Woi <Wep < Woa < -+ < Wema1 < Wom—1 < Wem. (1.33)
Si por el contrario, el grado de P(z) es impar, entonces, n = 2m + 1,
m>0y
PP(w) = po — pow” + paw™ — -+ + (=1) " g™
P"™(w) = p; — paw® + psw” — -+ + (=1)"pa 1w, (1.34)
la definicién de la propiedad de alternancia es modificada,

a) Pam+1 Y P2m tienen el mismo signo.

b) Todas las raices de PP(w) y P"(w) son reales, distintas y las m raices
positivas de PP(w) juntamente con las m raices positivas de P™(w) se
van alternando, es decir:

0 <Wet <Wo1 <+ < Wem—1 < Wom-1 < Wem < Wom- (1.35)

Una descripcion alternativa de la propiedad de la alternancia es la siguiente:
P(z) = Pror(z) 4+ P™P7(z) satisface la propiedad de la alternancia si y sélo
si

a) los coeficientes principales de PP (z) y PP (z) tienen el mismo signo
y

b) todas los ceros de PP (z) y PP (%) son distintos, se encuentran en el
eje imaginario y se alternan a lo largo de este.
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Ahora podemos enunciar y probar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 1.13 (Teorema de Hermite-Biehler o de la Alternancia).
Un polinomio real P(z) es Hurwitz si y sdlo si satisface la propiedad de la
alternancia.

Demostracion. (=) Para demostrar la necesidad de la propiedad de la alter-
nancia consideremos un polinomio real Hurwitz de grado n,

P(2) = po+ p1z + paz® + -+ + puz™.

Ya que P(z) es Hurwitz, se tiene de la propiedad 1.10 que todos los co-
eficientes p; tienen el mismo signo, por lo tanto, la parte a) de la propiedad
de la alternancia es probada, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que todos los coeficientes son positivos. Para probar la parte b) supong-
amos que P(z) es de grado par, asi n = 2m. Ahora, también sabemos de la
propiedad 1.11, que la fase de P(jw) es estrictamente creciente de —nm /2
a nm/2, cuando w recorre la recta desde —oo hasta 4+o00. Debido a que las
raices de P(z) son simétricas con respecto al eje real, es también cierto que
arg[P(jw)] crece desde 0 a +nw/2 = mm, cuando w va de 0 a 4o00. Por
lo tanto, como w va de 0 a +00, P(jw) comienza en el eje real positivo,
(P(0) = pp > 0) y gira alrededor del origen, en sentido contrario a las
manecillas del reloj, mn radianes antes de ir hasta el infinito y nunca pasa
a través del origen, ya que P(jw) # 0, para todo w. Como consecuencia, la
grafica de P(jw) corta el eje imaginario m veces, de manera que la parte
real de P(jw) se convierte en cero m veces, cuando w crece en los valores
positivos

WR1, WR2: - -y WRm- (1.36)

Andlogamente, la grafica P(jw) comienza en el eje real positivo y corta el eje
real otras m — 1 veces, cuando w crece, de modo que la parte imaginaria de
P(jw) también se convierte en cero m veces, incluyendo w = 0, en

0,wr1,wr2, - WIm—1, (1.37)

antes de crecer hasta infinito, cuando w va a infinito. Ademads, ya que P(jw)
gira alrededor del origen, tenemos que

0< Wr1 <wr1 <wWro <wro < <WRm-1 < WIm-1 < WRm- (138)

La prueba de la necesidad es completada, ya que la parte real de P(jw) no
es mas que PP(w) y la parte imaginaria de P(jw) es wP™ (jw).

18



(<) Supongamos que P(z) satisface la propiedad de la alternancia y tambi-
én supongamos que P(z) es de grado n = 2m y que pay,, Pam—1 Son ambos
positivos. Consideremos las raices de PP(w) y P™(w),

O<wiy<wh; <---<wl, o <wh o<Wl (1.39)

A partir de esto, PP(w) y P"(w) pueden escribirse como

m
P(w) = pam ]‘_[(W2 - wgiz)v
=1

m—1

P (W) = pom—1 I_I(W2 A ).

i=1

Ahora consideremos un polinomio @)(z) estable de grado 2m, con todos sus
coeficientes positivos. Tomemos, por ejemplo, Q(z) = (z + 1)?™. Escribimos

Q(2)=q + @z + @2° + - + @™

Ya que Q(z) es Hurwitz, se tiene de la primera parte del teorema, que Q(z)
satisface la propiedad de la alternancia, de modo que QP(w) tiene m raices

positivas, wg,,...,wd Q"™ (w) tiene m — 1 raices positivas, Wity Wa 1
y
q q L q q q
0<we; <wy; < < Wom1 < Womo1 < W, (1.40)

Por lo tanto, también podemos escribir:

m
P(w) = @m H(W2 - wg,i2)7
=1

m—1
QW) = qam—1 | [ (? —wi.?).
i=1
Consideremos ahora el polinomio Py(z) := PY*(z) 4+ 2Py (z), definido
por
P,I\D(W) = [(1 = N)gam + Apam] H — M) (w g,i)2 + )‘(Wf,z‘)z}) )
i=1

-1

P (w) = [(1 = Ngam—1 + Apzm—1] | | (0 = [(1 = N)(w5,)* + AMw?,)?]) -

1

3

i
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Los coeficientes del polinomio Py(z) son funciones polinomiales en A, las
cuales son, por lo tanto, continuas en [0, 1]. Ademas, el coeficiente del término
de grado mayor en Py\(z) es (1 — A)gam + Apay, y siempre permanece positivo
cuando \ varia de 0 a 1, ademas, para 0 < A < 1

0 <A+ (1= Nwl) <dp +(1=MNwi) <o <Al 4 (1= Awd

Para A = 0, tenemos Py(z) = Q(2), y para A = 1, Pi(z) = P(z). Supongamos
ahora que P(z) no es Hurwitz. Del Teorema de Interseccién de la Frontera
existe algin A en (0, 1], tal que, P\(z) tiene una raiz en el eje imaginario.
Sin embargo, Py(z) tiene una raiz en el eje imaginario, si y sélo si, PY(z) y
P{™(z) tienen una raiz real en comun. Pero las raices de P (w) satisfacen

DS = (1= N2+ AP (1.41)

e, ezt )

y las de Pi™(w) también satisfacen
wéf =(1- )\)wgf + )\wgf. (1.42)

2

)

Ahora, tomando dos raices de PY(w) en 1.41, si i < j, de 1.39, wfﬂf <wl;

q 2

cj » asi que

y de la misma manera, de 1.40, w!.* < w

A2 A2

we’,L < we’] .

De la misma forma, se puede verificar que el mismo orden, como en 1.39
y 1.40, es preservado entre las raices de Pi™(w) y también entre las raices
de P(w) y cualquier raiz de P{"(w). En otras palabras, la parte b) de la
propiedad de la alternancia es invariante bajo tales combinaciones, asi que
también tenemos para cada A en [0, 1]:

2

A2 A A 2 A 2 A 2
0< wep <wpy <o <wWwppog <Wogmor < Wi, -

Pero esto demuestra que sea cual sea el valor de A en [0, 1], P} (w) y Pi™(w)
nunca pueden tener una raiz comun, y esto por lo tanto conduce a una
contradiccion, lo cual completa la prueba. O

Aqui se presento una prueba alternativa usando el Teorema de Inter-
seccién de la Frontera [5], [6], por otra parte, existen diferentes pruebas de
este teorema, ver [12], [14], el trabajo de Olga Holtz [18], por ejemplo. Para
pruebas més algebraicas de esta version real del teorema de Hermite-Biehler
ver [15], (en donde se utilizan formas cuadréticas).
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Definicién 1.14. Un par de polinomios reales (u,v), se dice que es un par
positivo, si los coeficientes principales de u y v tienen el mismo signo, las
raices t; de w y t; de v son simples, reales, negativas y ademds satisfacen una
de las siguientes condiciones de alternancia, donde m = gr(u), [ = gr(v),

m=1 y t, <tm<t ,<---<ty<t; <0,
m=1+1 y tn<t | <tmi<---<t; <t;<0.
Observaciéon 1.15. De la definicion y el teorema anterior, se tiene que los
polinomios PP (z) y P™P(z)/z forman un par positivo, asi el teorema de

Hermate-Biehler puede ser enunciado en términos de un par positivo, ya que
cada conjunto de raices es simétrico con respecto al origen del plano complejo.

Ver [15].

La propiedad de la alternancia de un polinomio puede ser verificada
trazando las graficas de PP(w) y P™(w), como se muestra a continuacién.

Ejemplo 1.16. Sea

P(2) = 147 + 574z + 13632% + 21032° + 24022* + 20152°
+ 129320 + 61427 4 2212° + 5727 + 102" + 21

entonces ‘
P(jw) = PP(w) + jwP" (w)

con

PP(w) = 147 — 1363w? + 2402w* — 1293w°
+ 221w® — 10w,
P™(w) = 574 — 2103w? + 2015w* — 614w°
+ 57w — W',

Las grdficas de PP(w) y P™(w) se muestran en la figura 1.1.
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Figura 1.1: Teorema de la alternancia aplicado a polinomios Hur-
witz(Ejemplo 1.16)

Ejemplo 1.17. Sea

P(z) =36 + 32z + 132° +22° + 2*

entonces ‘
P(jw) = PP(w) + jwP"™(w)
donde

PP(w) = 36 — 13w* 4+ w*
P"™(w) = 32 — 2uw?

Las grdficas de PP(w) y P"™(w) se muestran en la figura 1.2. Esto muestra
que el polinomio P(z) no es Hurwitz, porque no se satisface la propiedad de
la alternancia.
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Figura 1.2: Teorema de la alternancia aplicado a polinomios no Hur-
witz(Ejemplo 1.17)

Las dos graficas en ambos ejemplos son no acotadas cuando w tiende a oo.
Una grafica acotada que contiene la misma informacién puede ser construida
de la siguiente manera. Para un polinomio

P(z) =po+p1z+poz 4+ ppz", pp >0
escribimos A
P(w) = P’(w) + jwP"™(w)

y sean S(w) y T'(w), funciones arbitrarias, positivas y continuas sobre 0 <

w < 00. Sean ,
_ PP _ P

5w YT Ty

z(w) :

Lema 1.18. Un polinomio real P(z) es Hurwitz, si y sdlo si, la grdfica
2(w), z(w) = z(w) + jy(w), se mueve en sentido positivo y pasa a través de
n cuadrantes.

Demostracion. El Teorema de Hermite-Biehler y la propiedad de fase mondtona
para polinomios Hurwitz, muestran que la grafica de P(jw) se mueve a través
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de n cuadrantes, si y sélo si, P(w) es Hurwitz. Ya que los signos de PP(w) y
r(w), wP™(w) y y(w) coinciden para w > 0, el lema se tiene. ]

A pesar de que la grafica P(jw) no es acotada, la gréfica de z(w) siempre
puede ser acotada eligiendo las funciones T'(w) y S(w) apropiadas. Por ejem-
plo, T(w) y S(w) pueden ser polinomios con grado igual a PP(w) y P™(w)
respectivamente. El Lema 1.3 se ilustra con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.19. Tomemos el siguiente polinomio Hurwitz:
P(z) = 6 + 492 + 15522 + 2802% + 3312% 4+ 2662° 4+ 1452° 4+ 5227 + 1125 + 2°,

escribimos 4
Pljw) = PP(w) + jwP™(w),

as? tenemos

PP(w) = 6 — 155w? + 331w* — 1450° + 11w°,
P™(w) = 49 — 280w? + 266w* — 52w° + w®.

Elegimos

Sw) =1+w? + w4+ +ud
T(w) =1+ w?+w* + b + b
La funcion z(w) se muestra en la figura 1.3, se mueve en sentido contrario

a las manecillas del reloj y pasa a través de nueve cuadrantes, esto demuestra
que el polinomio P(z) es Hurwitz segin el Lema 1.18.
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50+

Figura 1.3: Grafica de z(w) (Ejemplo 1.19).

1.4. El Teorema de Hermite-Biehler: Sistemas
discretos.

Es posible obtener un resultado similar del teorema de alternancia con
respecto a una region de estabilidad S, que tiene la siguiente propiedad: la
fase de un polinomio estable evaluada a lo largo de la frontera de S tiene un
incremento mondtono. En este caso, la estabilidad del polinomio con respecto
a S es equivalente a la alternancia de las partes real e imaginaria evaluadas
a lo largo de la frontera de §. Ahora nos concentraremos en el caso donde S
es el disco unitario abierto . Esta es la region de estabilidad para sistemas
de tiempo discreto.

Definicion 1.20. Un polinomio
-1
P(z) =ppz" + pn_12" "+ + 012+ Do
es un polinomio Schur, si todas sus raices se encuentran en el circulo unitario

abierto D, del plano complejo.
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Propiedad 1.21. Una condicion necesaria para la estabilidad Schur es que
[Pnl > pol.

Demostracion. Ya que

P(z):]ﬁzn_i_@’zn*l_’_..._i_ﬁz_i_l

Do Do Do
Prn

=—(z—2)(z—22) (2 — 2p)
Do

en z =0, P(0) =1, asi se tiene que

n

Pn n
%HH) =1
o bien . .
T =TT
‘p”| i=0 i=1
como cada z; € D, []7", |z| < 1, se tiene que [po| < |pn]. O

Para la alternancia sobre el circulo unitario consideremos los dos poli-
nomios siguientes, Ps(2) y P,(2), que representan la parte simétrica y asimétri-
ca del polinomio real P(z) = Ps(z) + Pa(2):

Pi(z) = % [P(z) +np (%)} y Puz) = % [P(z) _p (%)} |

Para un polinomio real, la estabilidad de P(z) es equivalente a la alternancia
en el circulo unitario de los polinomios Ps(z2) y P,(z).
Para realizar la demostracién utilizaremos la transformacién de Mdobius.

m(-):sr—>zi—1, se C\ {1}

con inversa m~'(-) = m(-). En particular, este mapeo envia 0 a —1, co a 1,
—1a0.

Lema 1.22. El mapeo de Mébius m : s — (s+1)/(s—1) es una biyeccion de
C\ {1} sobre si mismo. Mapea C~ sobre D, y 1R sobre OD \ {1} = {e*?;0 <
0 < 2r}. Ademds, el mapeo

w B(w) =arg((w+1)/(w — 1)) € (0,27), w e R

es estrictamente creciente. En particular, si dos sucesiones (t;) y (t;) son
alternantes en R, entonces 0(t;) y 0(t;) son alternantes en (0,27).
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El mapeo de Mobius induce la siguiente transformacién de polinomios.

Definicién 1.23. La transformacién de Mobius de un polinomio p(z) de la
forma p(2) = pp2™ + pp_12"1 + -+ p1z + po, es definida por

) = -1 (257) = szw (= 1

Escribiremos p(s) en lugar de p(z). Algunas propiedades elementales de la
transformacion de Mdobius para polinomios se resumen en el siguiente lema.

Lema 1.24. (i) El mapeo p — p, cumple que, p = 2"p.

(ii) Si v > 0 es el mdzimo entero, tal que, (z — 1) divide p(z), entonces
gr(p) =n—v.

(iii) Un polinomio p, tiene k raices en D (resp. en DT), si y sdlo si, p tiene
k raices en C~ (resp. en C), tomando en cuenta multiplicidades.

(iv) Un polinomio p, de grado n, con p(1) # 0, es Schur,si y sdlo si, p es
Hurwitz.

Demostracion. (i) Aplicando la definicién 1.23, tenemos que

) = =1 (251 = = 1)

z —

= (z = 1)"(m(z) = 1)"p(m(m(2))) = 2"p(z).

ii) Supongamos que gr(p) = m y p(2) = pn(z — D) [[-7"(2 — 2;), donde
=1
z; # 1. Entonces, gr(p) = n — v, se sigue de que

B(s) = pm(s —1)" {jfi —1]Mﬁ<§j1 _Zi)

=1

m—v

= pm(s —1)"7"2" H (s+1—2z(s—1))

=1

= 2"pm(s — 1)”mnﬁj 1—2z) ”i_[”
i=1 i=1
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(iii), (iv) Ya que m(z;) estd en C~ (resp. CT), si y sblo si, z; € D (resp.
DT), las afirmaciones (iii) y (iv), son consecuencia directa de la férmula
anterior.

]

El siguiente ejemplo muestra que la transformacién de Mobius p(s) puede
ser estable sin que p(z) sea Schur. De las afirmaciones (ii) y (iii) del lema
anterior esto puede ocurrir si el grado de p es menor que el grado de p, el
cual es n, ademads, p(1) = 0.

Ejemplo 1.25. Sean =2 yp(z) = z(z—1) entonces p(s) = 2(s+1), el cual
es Hurwitz, mientras que p(z) no es Schur.

A continuacién el teorema principal de esta seccién.

Teorema 1.26 (Schur—Biehler). Un polinomio real P(z) es Schur, si y
sélo si, Ps(z) y Pu(z) satisfacen lo siguiente:

a) Pi(z) y P.(z) son polinomios de grado n con coef icientes principales del
mismo signo.

b) Ps(z) y P.(z) tienen sélo ceros simples, los cuales estin en el circulo
unitario.

c) Los ceros de Ps(z) y P,(z) se alternan en el circulo unitario.

Demostracién. (=). Sea P(z) = pp2"+pn_12""'+- - -+p12+po un polinomio
Schur, por consiguiente los polinomios que se obtienen son

P(2) = 2 (P =P0) | naPoor=p1) | (Pr=Pacy) (o —pn)’
2 2 2 2
Py(z) = 2" (pn + o) S| (Pn—1 + p1) I Z(pl + Pn-1) n (po +pn).

2 2 2 2

Los coeficientes de P,(2) y Ps(z) son (p, — po)/2 vy (pn + po)/2, respectiva-
mente, como |p,| < |p,|, ambos polinomios son de grado n y sus coeficientes
tienen el mismo signo, por lo tanto se tiene a). Ahora, la transformacién de
Mobius P(s) = T[P(z)] (ver definicién 1.23) de P,(z) y Pi(z), muestra que:

T[Ps(z)] = Ispar(s), T[P.(2)] = ﬁimpar(s), para n par
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T[P,(z)] = P™Pr(s), T[P,(2)] = PP (s), para n impar.

Pero P = PP 4 Pimpar o5 Hurwitz por el lema 1.24, asi prar y Ppimpar
cumplen la propiedad de la alternancia, como consecuencia todas las raices
de P,(z) y Ps(z) son simples y de la forma m(isy) = €% y m(ws}) = e
respectivamente, donde los argumentos 6y y 9;- son alternantes en (0, 27) por
el lema 1.22. Esto prueba b) y c).

(«<). Supongamos que P,(z) y Ps(z) satisfacen a), b) y ¢). Sea P(z) =
Pn2™ 4 P12+ - 4+ P12 + po, la condicién a) es equivalente a p? > pZ, la
cual es una condicién necesaria para que P(z) sea Schur (ver Propiedad 1.21),

ademas

T[Ps(2)] = Ppar(*S)? T[Pu(2)] = pimpar(s)’ para n par

T[P,(z)] = P™Pr(s), T[P,(2)] = PP (s), para n impar.

Entonces las raices de PP y PP gserdn reales, simples y alternantes en R,
asi obtenemos que

P(s) = [m(Z) +p1<n51> +~-+pn<g)] STt
I i [ G I ERETA (ISR

escribimos )
P(s) = pus" + Ppo1s" 4+ 4 Prs + o

donde cada p; es una funcién, la cual depende de los coeficientes de P(z). Se
sigue que si la transformacion preserva el grado, entonces P(z) es Schur es-
table si y solo si P (s) es Hurwitz estable. La transformacién descrita, preserva
el grado, si y solo si

o= pi=P(1) £0
=0

Esta igualdad es implicada por la condicién ¢). Por lo tanto, P(s) es Hurwitz,
asi, por el lema 1.24, P(z) es Schur. [
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Observacién 1.27. La transformacion de P(z) sobre P(s) es una transfor-
macion lineal y puede ser escrita explicitamente como

() (=1)" Go) (D=1 e ()=

D (=1)"
()0 1G0) = oI e () =D

T _ o (_1)n—1

() (1) (D e )=

Observacion 1.28. Tenemos que P(1) = (1)"P(1/1), asi, 1 es raiz de P,(z),
ademds, las raices de P,(z) y Ps(z) son localizadas simétricamente con re-
specto del eje real. Ahora, también se tiene que P,(—1) =0 ¢ Ps(—1) = 0. En
particular, la condicion de alternancia puede ser verificada sélo examinando
las raices sobre el semicirculo cerrado superior.

Ejemplo 1.29. Verificar si el polinomio P(z) es polinomio Schur
P(z) = 2° 4+ 0.22* +0.32° + 0.42% + 0.03z + 0.02
obtenemos
P,(z) = 0.512° + 0.1152* + 0.352% + 0.352% + 0.1152 + 0.51 y
P,(z) = 0.4925 + 0.0852* — 0.0523 + 0.0522 — 0.085z — 0.49
Vemos que el inciso a) se satisface. Ahora verificamos el inciso b) y c).
Pi(z) =0 <= z = —0.221 £ 0.9754, 0.608 £+ 0.7937, —1.
P,(z) =0 <= z = —0.857 £ 0.5144, 0.270 4 0.9621, 1.

Cada una de las raices de Py(z) y P,(z) es simple, se encuentran en el circulo
unitario y se alternan. Por lo tanto, por el teorema 1.26, P(z) es polinomio

Schur.
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Figura 1.4: Teorema de la alternancia para polinomios Schur (Ejemplo 1.29)

El teorema de Hermite-Biehler se tiene para cualquier regién de estabili-
dad S, que tiene la propiedad de que la fase de cualquier polinomio estable
con respecto a § varia en forma monotona a lo largo de la frontera de S. El
semiplano izquierdo y el circulo unitario satisfacen este criterio.
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Capitulo 2

Estabilidad asintotica de una
posicion de equilibrio de una
familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales

Introduccién

El problema de la estabilidad en familias intervalo de polinomios fue
planteado originalmente por Faedo [11], quien traté de resolverlo utilizan-
do las condiciones de Routh-Huruntz, hasta que Vladimir L. Kharitonov dio
una solucién completa al problema. Kharitonov mostré que se puede concluir
que una familia intervalo de polinomios, que contiene un nimero infinito de
éstos, es estable si inicamente cuatro elementos de esta familia, llamados
polinomios de Kharitonov, son estables, publico por primera vez su teorema
para polinomios reales en 1978 [19] y luego lo extendié al caso complejo [20].
Este teorema es 1til en el campo de control robusto, donde se busca disenar
controladores que funcionan a pesar de las incertidumbres inherentes a los
errores de modelado, medicion y cambios en condiciones de operaciéon. Los
trabajos de Bialas [8] y Barmish [2] introdujeron este importante resultado
en la literatura occidental.

Este capitulo esta dedicado al Teorema de Kharitonov. Aqui presentamos
la prueba original del Teorema, con la inclusiéon de algunos detalles con el
fin de hacerla mas completa. Algo interesante del trabajo profesional del
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Dr. Kharitonov es que en 1995 se incorporé al equipo de investigadores del
Departamento de Control Automatico del Cinvestav México, donde llegé ser
Investigador 3E y miembro del Sistema Nacional de Investigadores con nivel
3. Después de once anos de laborar en esta institucién regreso a su natal
Rusia y al puesto que ocupa en la Universidad de San Petersburgo.

Se decidié incluir en esta tesis la demostracion del Teorema de Kharitonov
pues se puede ver como se aplica el Teorema de Hermite-Biehler para obte-
ner dicha prueba. De esta manera se ilustra el potencial y la importancia
del Teorema de Hermite-Biehler, pues el resultado de Kharitonov le ha dado
renombre internacional por sus numerosas aplicaciones y extensiones.

Para que la solucién trivial de un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales
T = Az, (2.1)

con coeficientes constantes, sea asintéticamente estable, donde A es una ma-
triz real m x n, es necesario y suficiente que todos los ceros del polinomio
caracteristico se encuentren en el semiplano izquierdo [25, 34].

Si los elementos de A se conocen sélo aproximadamente, la cuestion de la
estabilidad asintética de la solucion x = 0, podria requerir la investigacion
de la familia de polinomios

p(z) = 2" + a2" ' + -+ ap, (2.2)

donde
a; € [Oéi,ﬁi], (Oéi < ﬁz), 1=1,2,...,n, (23)

asi, la familia es de la forma siguiente

2" + [an, Br]a" 4 oy, B2 - 4 [, Baa)z + [, B

2.1. Aplicaciéon del Teorema de Hermite-Biehler

Problema. Encontrar condiciones bajo las cuales, todos los ceros de todos
los polinomios (2.2) y (2.3) tengan parte real negativa.

Este problema fue planteado por primera vez en [11]. Sea G™ el conjunto
de todos los polinomios de la forma (2.2), cuyos ceros estan en el semiplano
izquierdo, sea S™ la familia de polinomios (2.2), (2.3), y sea ST la familia de
los 2™ polinomios en S, en los cuales cada coeficiente a; es igual a a; 6 a 3;.
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Teorema 2.1. Para que S™ C G", es necesario y suficiente, que ST C G".

Demostracion. La necesidad es evidente, porque ST C S™.
_ Para probar la suficiencia utilizamos un lema. Consideremos la familia
S™ de polinomios (2.2), (2.3), tales que

n—1
a2k+1€[@2k+1752k+1]7kzoala---7|: 5 ]7

la familia S” es de la forma siguiente, para n = 2m + 1
2?4 o, B + age®™ 4 o, B @™ 4 - dgm + Qa1 Boma-

Cada coeficiente a, con n = 2k es fijo, para cada polinomio de S™ se tiene
un par dnico de funciones h(\) y g(\) relacionadas con p(x) por la igualdad

p(x) = h(a?) + zg(2?). (2.4)
Paran=2m+1

2m+1 2 2m—1 2
p(x) = 2™ 4 a1 2™ + aox®™ !+ -+ Ao 187+ Ao + Gy

p(l‘) — (x2m+1 4 a2x2m71 + a4x2m73 4+oa an) +

2 2m—2 2m—4 2
+ (alx m + asx m m + -+ A2m—1T + @2m+1)

+ asx

p(z) = (a2®™ + azz® 2 + azz®™ ™ 4 - 4 g 18” + Ggmgr) +
4+ 2(2¥ + apr®™ 2 4 ag 2™ o Agm_o®® + aom)
= h(2*) + zg(2?)

Los polinomios h(A) y g(\) son de grado m. Para n = 2m, h()) es de grado
my g(A) es de grado m — 1.

Para p(z) € S™ y n = 2m, p(z) es de la forma

p(x) = (2% + apr™ 2 4+ ag2®™ -+ Aom_o®® + agm) +

+ 2(a1 2™ + azx®™ 4 asz®™ 0 4 - g3 + dgm_1)
= h(z?) + zg(2?),

y el polinomio () es fijo; para n = 2m + 1, el polinomio g(A) es fijo. La
familia ST consiste de 2[("+1)/2 polinomios (ag11 es igual a aoryy 6 Borr1)-

27" Loy, B} + agr®™ T+ {ag, B3} T 4+ agm® + {Qama 1, Bomr }
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Lema 2.2. Para que S™ C G™, es suficiente que, S{L c G™.

Demostracion. Supongamos que 5’{0 C G, y que n = 2m. El teorema de
Hermite-Biehler [12], implica que, a fin de que p(x) C G", es necesario y
suficiente que, h(A\) y g(A\) formen un par positivo [Ver 1.14]; es decir, los
ceros de estos polinomios deben ser distintos, reales, negativos y alternantes
de la siguiente manera:

U <V < Uy < Vg < o0 < Upppeq < Uy, < 0

aqui u; son los ceros de h(\) y v; son los ceros de g(A). Supongamos que p(z) €
57 entonces p(z) = h(z?)+xg(x?), donde h()) es fijo y forma un par positivo
con todos los g()\) correspondientes a los polinomios de S7. Denotemos estos
polinomios por gi(A),...,gam(A). Todos los p(z) = h(z?) + zg;(2?) (i =
1,2,...,2™) son, por hipétesis, polinomios Hurwitz: por lo tanto, todos los
coeficientes de cada polinomio g;(\) son positivos. Si el valor absoluto de A
es suficientemente grande, sgn[g;(\)] = sgn[(—1)""!], para i = 1,2,...,2™
(m es impar).

Todos los g;(A\) cambian de signo por primera vez en el intervalo (uy, us);
i.e., sgnlg;(uz)] = sgn[(—1)"2], para i = 1,2,...,2™; en forma similar,
sen(g;(ug)) = sgn((—=1)™%), parai=1,2,...,2™.

Consideremos un polinomio arbitrario en S*, p(z) = h(x?) + zg(z?), el
correspondiente polinomio g(A) cambia de signo en cada intervalo (ug, ug11);
i.e., tiene ceros en este intervalo. Por lo tanto, g(A) forma un par positivo
con h()), asi, cada polinomio en S™ también estd en G™. Esto demuestra el
lema para n = 2m, la prueba es similar para n = 2m + 1. O

Observacion 2.3. Se sabe ([5], [10], [15], [24]) que, con el fin de que
p(z) € G™, cuando a; > 0, es necesario y suficiente, que el polinomio de
grado (n — 1)

(=) p(=2) — (= — 2a1)p(z)
2a?

op(x) = =" "+ 4 by, (2.5)

donde
(2.6)

alag —ay ..
. { ———H2 para i impar,
e 1
(2

Q41 .
;—1 ,para 1 par,

este en G" 1.

35



Ahora demostramos la suficiencia en el Teorema 2.1, supongamos que
ST C Gy aplicamos inducciéon matematica sobre n. Supongamos, ademas,
que el Teorema 2.1 se tiene para todas las familias de la forma (2.2) y (2.3)
cuando los grados de los polinomios son menores que n, asi, tenemos por
hipétesis de induccién que S 1 € G™~!. Vamos a demostrar el teorema para
familias de polinomios de grado n. Sea p(z) € S™, donde p(z) es de la forma
siguiente

p(x) = 2" + a1 2"+ aox™ P - AT+ an,.

Queremos probar que p(z) € G", calculamos ¢,(x) y obtenemos que

_ ai1Gz — ag —9, a3 ,_ apa4 — as —4, 05 ,_
90p<x> = " 1_|_ —_— " 2+_xn 3_'_ —_— " 4+_xn 5+. .

dejando fijos ay, as, as, ..., y tomando as € |ag,32], ay € |y, B4], ...,
obtendriamos la familia intervalo

_ ajop — az a8z — as _ as ,,_
" 1+|: " 2+_n3

A
2 ’ 2
ary —as ayffy—as| ., a5 ,_s
+ T 5 A AL (2.7)

Por lo tanto, todo elemento p(z) € S™ es Hurwitz, si y sélo si, toda la familia
de la forma 2.7 esta contenida en G",V¥(ay,as,as,...) € [aq, B1] X [as, B3] ¥
[as, B5] X <+-. Y por hipdtesis de induccién esto dltimo se cumple, si y sélo
si, la familia

_ ajo —ag a1y — as _ as ,,_
xnl_‘_{ xn2_|__xn3

at  a a

n {alOé4 - CL5, alﬁ4 — a5 } :L_nf4 + %l.nfg’ + ... (28)

2 2

esta contenida en G". Por el resultado en 2.3 esto tltimo se tiene, si y sélo
si, la familia

" 4+ a1zt {ag, o} 2"+ asr™ + {ay, Bat 2"t Fasa" 0 -0 (2.9)

esta contenida en G™,V (ay,as,...) € [aq, B1] X |ag, O3] X -+, es decir, que-
remos ver que

2"+ [on, Bi] 2"+ {a, B} 2"+ o, B3] 2"+ {au, Bt 2"
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esta contenida en G™. Dejando fijos los coeficientes de 2"~2, a"™*, ...,

tenemos que lo que falta probar es que
2"+ [, (1] 2"+ agx™ 2 + [a, Bs) TP 4 asr™ T+ [as, Bs] 20 4

esta contenida en G",V (ag, ay,...) € {ag, B2} X {a4, B4} X -+, denotamos

esta familia por S Por el Lema 2.2 serfa suficiente probar que S;L C G™, pero
?T = STy, por hipétesis, ST C G", esto completa la prueba del Teorema 2.1.
O

Lema 2.4. Supongamos que
ps() = h(2?) + 2gy. (2%)

¢u(x) = h(2?) + 2gq. (z%)

donde p.(z) y q.(x) estdn en G™ y gy, (N) < gq.(N), (A <0).
Entonces, si

p(x) = h(z?) + xg,(2?)
es otro polinomio, tal que
gp* ()‘> S gp()\> S gq* (>\>7 )\ < 07

entonces p(x) esta en G".

Demostracion. Como p.(x) y g.(z) estan en G™, h(\) y gp,(A) forman un par
positivo; h(A) v g,. (), también tienen esta propiedad.
Se tiene entonces que

up < vt < oft < ug,

9p(01") = gp. (017) = 0,

(V") < gq. (V") = 0.

Por el teorema del valor intermedio, existe v, € [v]*,v{*], tal que, g,(v1) =0
y uy < vy, repitiendo este mismo argumento, se tiene que, h(A) y g,(\) son
un par positivo, por lo tanto, p(x) estd en G". [
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Lema 2.5. Supongamos que
p(x) = hy, (%) + z g(2?)

G (2) = he.(2*) + x g(2?)

donde p.(z) y q.(z) estan en G™ y hy, (X) < hg (N), (A <0).
Entonces st

p(x) = hy(z*) + z g(2%)

es otro polinomio, tal que,

entonces p(x) estd en G™.

Demostracion. La demostracion es similar a la del Lema 2.4. O

Teorema 2.6. Para que ST C G, es necesario y suficiente que los siguien-
tes cuatro polinomios de ST estén en G™:

pi(z)
[ Buw parak par,
-2k Qp_2k ,para k impar,
a . B’n—?k—l , para k par,
-2kl Qp_ok—1 ,para k impar,
p2(x)
Qn—2k ,para k par,
(p_of = .
nok ﬁn72k ,y para k unpar,
a _ Qp—2k—-1 ,para k par,
noAhed Bnok—1 ,para k impar,
ps()
Qn-2x ,para k par,
Ap_op = .
nok Pn—2k ,para k impar,
o Bucsr oparak par
-2kl Op_ok—1 ,para k impar,



a P = ﬁn—2k , para k par,
ok = .
" Qp_2r ,para k impar,

a _ ) an-2k-1 ,parak par,
-2kl Bn_ok_1 ,para k impar.

Demostracion. La necesidad es evidente, vamos a probar la suficiencia.

Supongamos que n = 2m (la prueba es similar para n = 2m + 1) y
que p1(x), pa(z), ps(x) v pa(z) estdn en G™, cada polinomio es de la forma
siguiente

p1(x) = Bom + Bom—12 + Qom 2T + Q37> + Bom_a* + Bom_s2° + - - - + 2™,

2(z)

2 3 4 5 om
= Qom + Q21T + Bom—2T” + Bom—37° + Qom—aX” + Qop_52” 4+ -+ 27",

2 3 4 5 om

P3(T) = Qam + Bom—12 + Bom—22” + Qom—32° + Qapm—g " + Bopm_s2” + - - - + 27,

"~

2 3 4 5 om
1(x) = Pom + Qom-1T + Qom—oT” + Pom—32° + Pom—ax” + agp_s52” + - -+ 27",

i~

Sea p(x) € ST, asi p(z) es de la forma

p(z) = (2% + ™™ 2 + ag2®™ -+ Agm_o®® + agm) +

+ m(a1x2m_2 + (133327”_4 + a5a:2m_6 + -+ agmfgl'z + agm,l)
= h(z?) + x g(a?),

con a; = «; o [3;, por notacion, escribimos g, y h, como los polinomios g y
h asociados al polinomio p.

Observacién 2.7. hy,(z) = hy, (), Iy, (z) = hy, (), gp, (2) = gp, (%) Y
9m (.T) = Jps; (I>

Utilizamos el mismo tipo de razonamiento empleado en la prueba del
lema 2.2. De los g;(\) seleccionamos dos polinomios: g(\) con los coeficientes

4o = Qa1 parak par,
2k+1 — -
Boks1 , para k impar,

v g(A) con los coeficientes

o[ Bwer parak por,
2kt Qokt1 , para k impar.
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Evaluando cada polinomio en A < 0, tenemos que
G(N) = a1 — Pom—3A + Qam—5A" — Bomr A’ + -+

G(A) = Bam—1 — Qom_3A + Bom—sA% — Qa7 A3 + -+ -
Observacion 2.8. §<>‘) = Ops (/\) = gp4<>‘)a g(/\) =09, ()‘) = gp3(/\)'

Consideremos los siguientes polinomios: () con los coeficientes

a9, para k par,
A9t — R
Bor , para k impar,

y h(\) con los coeficientes

[ Bu parak par
7 o, para k impar.

Evaluando cada polinomio en A < 0, tenemos que

h()‘) = Qo — 52771—2/\ + a2m—4)\2 - ﬁQm_G/\3 + .-

710\) = Bom — Qom—aX + Bom—aA* — QoA + -+
Observacién 2.9. h(\) = hy,(A) = hy,(V), A(X) = hy (A) = hy, (V).

Consideremos los polinomios
pa(w) = h(z?) + 2 g(2?),

p3(x) = h(x?) 4+ z §(2?),
¢ (z) = h(2?) + 2 g,(z?).
Los tres tienen misma parte par y es facil observar que la gréafica de cada
9p(N), tal que, agky1 € [opi1, Porta] se sitlia entre las grificas de g(A) y §(A)
para A < 0; por lo tanto, por el lema 2.4, ¢.(z) = h(z?) 4+ x g,(2?) esta en
G".
Anélogamente



Los tres tienen misma parte par y g(A) < g,(A) < g(\) para A < 0; por lo
tanto, por el lema 2.4, p.(z) esta en G™.
Ahora consideremos

p(x) = hy(2?) + 2 gy(a?).
Los tres tienen misma parte impar y 2()\) < h,y(A) < h(\), por el lema 2.5,

cada h,(X\) ¥ g,(N), con coeficientes que satisfacen (2.3), forman un par po-
sitivo, esto es, ST C G". Por lo tanto, el Teorema 2.6 se tiene. O

Ahora consideremos el problema original. Sea la matriz A C U si a;; €
(g, Bijl vy iy < Bij (1 =1,2,...,n), y sea p(x) € W, si p(z) es el polinomio
caracteristico de la matriz U. Poniendo

a; = miny {a;}, B; = maxy {a;} (1 =1,2,--- n).
Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.10 (Kharitonov, 1978). Para que en todos los sistemas (2.1),
con A € U, se tenga estabilidad asintotica para la solucion de equilibrio
x = 0, es suficiente que los cuatro polinomios descritos en el Teorema 2.6
estén en G™.

Demostracion. La demostracion se sigue de los Teoremas 2.1 y 2.6. O]

Observaciéon 2.11. Los Teoremas 2.1 y 2.6, sequirdn siendo validos para la
familia de polinomios

p(z) = apx™ + a1z" -+ ayp,
donde a; € |y, Bi], a; < B;, 1 =0,1,...,n
Ejemplo 2.12. Para el polinomio intervalo
p(z) = [0.25,1.25] + [0.75, 1.25]x + [2.75, 3.25]2” + [0.25, 1.25]2*
los cuatro polinomios de Kharitonov son

pi(r) = 1.25 + 1.25x + 2.752% + 0.252%,

pa(z) = 0.25 + 0.752 + 3.2522 + 1.25¢;
p3(r) = 0.25 + 1.252 + 3.252% + 0.252%;
pa(x) = 1.25 4+ 0.752 + 2.750% + 1.252°.

T
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Para verificar que los polinomios son Hurwitz igualamos cada uno a cero y
encontramos sus raices, asi tenemos que

Para pi(x), sus raices son: x = —10.571, x = —0.214 £ 0.6531,
para po(x), sus raices son: x = —2.383, x = —0.108 £ 0.2681,
para p3(x), sus raices son: x = —12.609, x = —0.195 £ 0.2034,
para py(x), sus raices son: x = —2.138, x = —0.030 £ 0.683:.

Por lo tanto, los cuatro polinomios son Hurwitz y asi la familia de polinomios
intervalo es estable.

En este capitulo hemos presentado la prueba original del Teorema de
Kharitonov, sin embargo, otras pruebas pueden consultarse en [6] y [29].
Para un estudio de las Familias de polinomios de tipo intervalo ver [3], en
donde también se da una prueba alternativa del Teorema de Kharitonov,
asi como en [1], en donde se utiliza la grafica de Mikhailov como criterio de
estabilidad de los cuatro polinomios de Kharitonov.
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Capitulo 3

El Teorema de

Hermite-Biehler: Sistemas con
Retardo

En este capitulo presentamos una generalizacién del Teorema de Hermite-
Biehler dada por L. S. Pontrjagin para funciones enteras de la forma P(z, e*).
Las ecuaciones diferenciales con argumento desviado son ecuaciones diferen-
ciales en las cuales la funcion incognita f depende también de términos con
diferentes valores de su argumento. Por ejemplo

Si cada 7;(t) es constante, tenemos entonces una ecuacion diferencial en di-
ferencias. La primera ecuacion de este tipo aparecio en la literatura en la se-
gunda mitad del siglo XV III (Kondorse, 1771), pero un estudio sistemético
de las ecuaciones con argumento desviado comenzé en el siglo X X (especial-
mente en las primeras decadas - A. D. Myshkis, en la Unién Soviética, E.
M. Wright y R. Bellman en otros paises), en relacion con las necesidades
de la ciencia aplicada. Las ecuaciones diferenciales con argumento desvia-
do tienen muchas aplicaciones en la teoria de control automatico, el estudio
de problemas relacionados con la combustién de cohetes en movimiento, en
economia, en una serie de problemas bioldgicos y en muchos otros ambitos de

43



la ciencia y la tecnologia. En un estudio en sistemas reales, para una primera
aproximacién, se supone que el retraso 7 = 7;(t) es constante.

3.1. Introduccion

En el capitulo 1 se muestra el correspondiente Teorema de Hermite-
Biehler para sistemas continuos y discretos, sin embargo, cuando el sistema
bajo estudio involucra retardos no se pueden aplicar los teoremas dados. Sis-
temas lineales con retardos dan lugar a funciones caracteristicas, conocidas
como cuasipolinomios. Pontrjagin fue uno de los primeros investigadores en
estudiar estos cuasipolinomios, él derivé condiciones necesarias y suficientes
para que las raices de un cuasipolinomio tengan parte real negativa. Ademas,
uso tales condiciones para estudiar la estabilidad de cierta clase de cuasipoli-
nomios. Algo interesante acerca del matematico ruso Pontrjagin es que quedo
ciego a la edad de trece anos como resultado de un accidente, pero asumio las
matematicas bajo la guia de Alerandrov y pronto se convirtié en un lider
mundial en la nueva disciplina de la topologia, ademas, realiz6 un impor-
tante trabajo sobre el Quinto Problema de Hilbert, después de la segunda
guerra mundial Pontrjagin cambio de campo de estudio y pasé de los grupos
topologicos a la teoria del control éptimo, aunque desde la década de 1930
habia estudiado problemas en la teoria de las oscilaciones y la teoria del con-
trol automatico; el articulo con la generalizacion presentada en esta tesis fue
publicado en 1942.

Este capitulo es organizado de la siguiente manera, en la seccién 3.2, se
introduce el concepto de ecuacion caracteristica para sistemas con retardo.
En la seccion 3.3, se presenta una extension del Teorema de Hermite-Biehler
para cuasipolinomios dada por Pontrjagin, por iltimo, se muestra un ejemplo
donde se aplica este resultado.

3.2. Ecuacién caracteristica para sistemas con
retardo

Los retrasos, por ejemplo, estdn presentes en un sistema, cuando una
senal o variable fisica originada en una parte de un sistema, estd disponible

en otra parte, después de un lapso de tiempo.
El bloque en la figura 3.1, representa un retardo:
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u(t)— o Retardo r —— Y(t) =ult-7)

Fig. 3.1. Representacién del retardo.

En un sistema dindmico con retroalimentacion, donde el retardo esta pre-
sente, la ecuacién del sistema es de la forma siguiente

y(t) +ay(t —7) =u(t) (3.1)

Si existe un retardo en la entrada, la ecuacion asociada es de la siguiente
manera

y(t) +ay(t) =u(t—r1) (3.2)
Un sistema de orden superior con miltiples retrasos podria estar represen-
tado por la ecuacién

§(t) +ary(t — 1) +aoy(t — 7o) = ult) (3.3)

El sistema (3.3), puede ser representado en la forma siguiente
() = (00) () + (5 0) (=)
+ (8 _(;1) (28 :2;) + ((1)) u(t). (3.4)

En general, un sistema lineal con [ distintos retardos, 74, ..., 7, puede ser
representado de la siguiente forma

i=Agx(t)+ Y Aja(t—7) + Bult). (3.5)

Para discutir la estabilidad de sistemas, tales como (3.1)—(3.5), es comun
examinar las soluciones y(t), con u(t) = 0 y estudiar el comportamiento
de y(t), cuando t — oo. Para este propésito, consideremos, por ejemplo, el
sistema (3.3), con u(t) = 0y que y(t) = e*" es una solucién de

§(t) + a1yt — ) +aoy(t —7) = 0. (3.6)
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Entonces tenemos que
2 —2ZT1 —z70\ 2t —
(2 +are "M z4+ape *7)e*" =0,
de manera que z debe satisfacer la ecuacién
2 —2T —2To __
2+ are Mz + ape =0. (3.7)

La ecuacion (3.7) es la ecuacién caracteristica de (3.3) 6 (3.6); la ubicacion
de sus raices (o ceros) determina la estabilidad de los sistemas representados
por (3.3). En particular, si algunas raices se encuentran en el semiplano
derecho cerrado, el sistema es inestable.

La ecuacion caracteristica asociada con (3.5), es

l
P*(z) := det (z] — Ag — Z e_”iAZ)
i=1

= Po(2)+ > Pilz)e "> (3.8)
k=1
donde Ly, k=1,2,...,m, son sumas de los 7; y
n—1
Py(z) = 2" + Z a; 2 (3.9)
i=0

Pu(z) = Z_: (b); 2. (3.10)

=0

Ejemplo 3.1. Consideremos el siguiente sistema lineal con dos retardos

.T(t) = Aol' -+ Alx(t — 7'1) + AQ.CC(t — T2)

(a1 as (b by [ a ¢
o= ()=o) v (200,
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La ecuacidon caracteristica asociada al sistema es

2
P*(Z> = det (ZI — A() — Z GZTiAi>
i=1

z—T1 —2Ty 2T1 —ZT2

—ay — bye”
z—aq — bye”

z—a; — be”
—as — bgei'ziﬁ

— C1€

—ZT2

— C2€
— C4€

zZT1 —ZT2

— c3e
= [* + 2(—a1 — a4) + a1ay — azas] +
+ €77 [2(=by — by) + (arby + asby — asby — azbs)] +
+ €7 [o(en — ) + (arcs + aser — asey — ases)] +
+ €77 P [byby — bobs] + €7 P [ercq — cocs] +

+ €7Z(T1+72) [6104 + bycy — bacy — b203]‘

En la ecuacién (3.11) no hay ningin término de retardo asociado con
la derivada de orden mayor. Tales sistemas se conocen como sistemas de
tipo retardo. Cuando en el término de la derivada mayor aparece un retardo
podemos tener una ecuacién, tal como

Gt —72) + a1yt — 1) + gyt — 10) = u(t) (3.11)
con ecuacion caracteristica
e e Mz +age * ™ = 0. (3.12)

Estos sistemas (con retardo en los términos de la derivada de orden mayor)
se denominan sistemas de tipo neutral. En ambos sistemas la estabilidad es
equivalente a la condicién de que todas las raices de la ecuacién caracteristica
se encuentren en el semiplano izquierdo abierto (C~). En un sistema con
retardo sélo puede haber un niimero finito de raices en el semiplano derecho,
la estabilidad en los sistemas con retardo es equivalente a la ausencia de
raices en el semiplano derecho cerrado.

Ademds, en las ecuaciones (3.7), (3.11) 6 (3.12), los retardos pueden ser
miultiplos enteros de un nimero positivo 7. En estos casos, se dice que los
retardos son conmensurables y la ecuacion caracteristica toma la forma

P*(2) =ag(2) +a(2) e ™ +ag(2) e + -+ ap(z) e 77,

donde los a;(z), i = 0,1,...,k, son polinomios. Asi, P*(z) es un polinomio
en dos variables, z y v := e *7. En el ejemplo 3.1 supongamos que 7 = k7y,
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entonces tenemos que

P*(Z) = CLo(Z) + &1(2’) e T a2<z) 6—27-1z 4 ag(z> e—knz + CL4(Z) e—(k+1)7’1z X

+ as(2) e 2k z,

En el libro de Gu, Kharitonov y Chen [13], se da un andlisis mas detalla-
do de la estabilidad en sistemas con retardo, una cobertura extensa sobre
cuasipolinomios se puede encontrar en el libro de Stépdn [31].

3.3. El Teorema de Hermite-Biehler: Sistemas
con Retardo

Las funciones polinomiales son analiticas en el plano complejo, y por lo
tanto, son una clase de funciones enteras. El Teorema de Hermite-Biehler
es valido para una clase de funciones enteras, algunas extensiones son de
particular interés en la Teoria del Control. Uno de los primeros intentos
en generalizar el teorema fue hecho por L. S. Pontrjagin, en sus trabajos
estudié funciones enteras de la forma H(z,e*), donde H(z,t) es un polinomio
en dos variables.

Antes de comenzar con este resultado, algunas definiciones preliminares
son necesarias. Sea H(z,t) un polinomio en dos variables con coeficientes

reales o complejos,
H(zt) =YY ay2'th (3.13)
koo

Sea 1 el grado mayor del polinomio en z y s el grado mayor del polinomio
en t. H(z,t) tiene un término principal, si y sélo si, a,s # 0. Por ejemplo,
H(z,t)=z+t
no tiene un término principal, pero el siguiente polinomio si
H(z,t)=z+t+ zt.

El desarrollo de esta generalizacién se basara en los trabajos realizados por
Pontrjagin.

El término a, z"t* serd llamado término principal. Si el polinomio h(z,t)
no posee un término principal; la funcién H(z) tiene un nimero infinito de
ceros con parte real positiva arbitrariamente grande.
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Si el polinomio tiene un término principal, entonces consideramos el com-
portamiento de la funciéon H(z) en el eje imaginario; i.e., para z = iy,
donde y es una variable real. La funcién H (iy) tiene una parte real y otra
imaginaria; H(iy) = F(y) +iG(y), donde F(y) = f(y,cosy,seny), G(y) =
g(y,cosy,seny), ademds, F(y,u,v) y G(y,u,v) son polinomios.

Se demostrara de que, con el fin de que las partes reales de todas las raices
sean negativas, es necesario y suficiente, que las raices de las funciones F'(y)
y G(y) sean reales, alternantes y también que la desigualdad G'(y)F(y) —
G(y)F'(y) > 0, se tenga para un valor de y. El problema de cuando todas las
raices de una funcién de la forma F'(z) son reales es resuelto por el siguiente
criterio: Para que todas las raices de la funcién F(z) sean reales, es necesario
y suficiente, que sobre el intervalo —2km < y < 2km, la funcién F(y) tenga,
comenzando con un k suficientemente grande, exactamente 4sk + r raices.

El trabajo de Pontrjagin fue presentado como un desarrollo de los traba-
jos de N. G. Cebatarev; en sus conferencias de mateméticas dadas en Mosct,
en el invierno de 1941 — 42, donde resume la soluciéon del problema de la
localizacién de raices para el caso en el cual el polinomio h(z,t) es lineal con
respecto a t. Sin embargo, para este caso, N. G. Cebatarev dio solamente
condiciones suficientes para que la funcién H(z) tenga solamente ceros con
parte real negativa, la necesidad no se demostré. La posibilidad de aplicar los
métodos de Sturm a la solucién del problema de las raices, de manera eficaz,
fue observada por H. G. Chebotareff, todos sus resultados fueron publicados
en la revista Doklady Akademii Nauk.

3.3.1. Los ceros de las funciones sin término principal

Sea h(z,t) un polinomio en dos variables z y ¢, con coeficientes constantes
reales o complejos
h(z,t) = Z Ay, 21" (3.14)
m,n
Llamaremos al término a,s 2"t*, término principal del polinomio si a,s # 0
y los exponentes r y s son maximos para cualquier otro término a,,, z"t"
en (3.14), para a,,, # 0, tenemos que, r >m,s>ndér=m, s >ndbér >m,
s = n. Claramente no todo polinomio tiene término principal.

Teorema 3.2. Si el polinomio (3.14), no tiene un término principal, la fun-
cLon

H(z)=h(z¢€%) (3.15)
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tiene un numero infinito de ceros con parte real positiva arbitrariamente
grande.

Demostracion. Vamos a considerar el polinomio ¢ — z, sin término principal
y de su ejemplo deduciremos la solucion que buscamos. Tenemos la ecuacion
e? — z = 0. Tomando z = = + iy, obtenemos las ecuaciones

efcosy = e’seny = y. (3.16)

Vamos a buscar una solucion aproximada de estas dos ecuaciones, bajo la
hipdtesis de que y y x, son reales y muy grandes. Bajo esta suposicion se
deduce de (3.16), que cosy = ze~ y por consiguiente, un valor aproximado
para y es 2km+m/2. De la ecuacién (3.16), se obtiene la otra aproximacion x =
log(2km+m/2). Por lo tanto, buscamos una solucién de la forma z = log(2km+
7/2) +i(2km + 7/2) + ¢, donde ( es una pequena cantidad desconocida, que
tiende a cero con 1/k.

Por analogia con la soluciéon obtenida anteriormente, la soluciéon para la
ecuacion general H(z) = 0 sin término principal, se buscara en la forma

z = alog (2km) + 2kmi + log 6 + C. (3.17)

Aqui « es un numero racional real, el cual dependerd del polinomio (3.14),
0 # 0 es un nimero complejo, que también dependerd del polinomio (3.14);
finalmente ( es desconocida, tendiendo a cero con 1/k. De (3.17) tenemos

e = (2km)*fe® z = 2kmi(1 + 01((, k)). (3.18)

donde 61 ((, k) = ((+1log 0+ alog (2km))/(2kmi) es una funcién analitica de la
variable ¢ que tiende uniformemente a cero con 1/k. Sustituyendo los valores
dados en H(z) tenemos

H(2) =) o (2km) "7 07" (1 + 61(C, k)™ (3.19)

m,n

Por lo tanto, expresamos la funcién H(z) como una suma finita de potencias
fraccionarias de la cantidad 2km. Seleccionamos en esta expansion el término
principal, que es el término en el cual el exponente m-+an alcanza su maximo
B, B = an + m, para a,,, # 0. Entonces, la expresién en (3.19) puede ser
expresada de la siguiente manera

H(z) =) agann(2km)Pi# 700" + (2k7)"55(, k). (3.20)

n
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donde

02(C, k) = Z Ui ™0™ " [Z (Tln>(ﬁ +
n>0, m#0 =1
an+m=0
1
F R D R4 )

an+m#£f3

Aqui la suma se extiende sobre los valores n para los cuales m +an =3y
amn 7# 0. La suma con respecto a m no es necesaria, ya que por medio de
la relacion m + an = (3, el nimero m es determinado en forma unica por
n. El término d5(¢, k) es una funcién analitica de la variable ¢ que tiende
uniformemente a cero en el circulo (| < 1, cuando k — oo.

Como una consecuencia de la definicién del nimero (3, existe un valor n
para el cual m + an = 3 y simultaneamente a,,, # 0. Se mostrara que en
ausencia de un término principal en el polinomio (3.14) y para una eleccién
adecuada de «, existen al menos dos valores distintos de n para los cuéles los
exponentes cumplen esta condicién. Bajo esta suposicion la ecuacion

> ag_anai®m0 =Y " b,0" =0 (3.21)
n n

para # desconocida tendra una solucién distinta de cero. De aqui en adelante
denotaremos esta soluciéon por 6. De este modo, la relacién (3.21) ya no
serd una ecuacion, sino una identidad valida para el valor seleccionado de 6.
Un ndmero z de la forma (3.17) es un cero de H(z), siy sdlo si,

D b0"e" + 6,(C k) = 0. (3.22)

El lado izquierdo de esta ecuacion converge uniformemente, cuando £ —
oo, a la funcién > b,0me™, ademés, ¢ = 0 es raiz de > b,0"e"™ = 0,
ver (3.21). En vista de la convergencia uniforme, la ecuacién (3.22) tiene,
para k suficientemente grande, una solucién (, la cual se aproxima a cero
igual que 1/k. Entonces la ecuacién H(z) = 0 tiene una solucién

z = log 2km + 2kmi + log 0 + (i (3.23)

comenzando con un k suficientemente grande, donde (; se aproxima a cero
al igual que 1/k. Ya que o y 6 no dependen de k, la solucién tiene parte real
positiva para k suficientemente grande.
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Ahora falta seleccionar el nimero racional positivo «, de modo que exis-
tan al menos dos valores n, para los cudles m + an = 8y an, # 0, para
esto procedemos de la hipdtesis de que el polinomio (3.14) no tiene término
principal.

Sea s el valor maximo de n, para el cudl a,,, # 0, r el valor maximo de m,
para el cudl a,,s # 0. Sobre la suposicion de la ausencia de término principal
en el polinomio (3.14), existen valores p y ¢ para m y n, tales que, p > r,
q < sy ap, # 0. Ahora sustituimos ¢ por z* en el polinomio (3.14), donde
a > 0 y consideramos la expresion resultante

Z A 2T (3.24)

m,n

en términos de potencias positivas de la variable z. El término principal en
esta expansion es definido como el término con exponente maximo m + an
y coeficiente no nulo. Cuando « es muy grande, el término principal en la
expansion (3.24) serd a,z"7**. Cuando « es suficientemente cercano a cero,
este término no serd el principal, ya que el exponente en a,,z"*t*? serd mas
grande para p > r. Asi, en el proceso de variar continuamente «, desde 400
a 0, se producira el momento cuando dos términos principales se tengan en la
expresion (3.24), este valor de a lo denotaremos por «. Este valor es racional,
ya que esta determinado por alguna ecuacion de la forma r + as = m + an.

Asi, el Teorema 3.2 es demostrado. O

3.3.2. Los ceros de la funcién f(z,cos z,sen z)

Sea f(z,u,v) un polinomio con coeficientes reales y constantes con res-
pecto a las variables z, u y v. Entonces

f(z,cosz,senz) = F(z) (3.25)
es una funcién entera trascendente en la variable z y asume valores reales para
valores reales de z. Daremos condiciones necesarias y suficientes para que la

funcién F(z) tenga sélo ceros reales, en términos de su comportamiento en
el dominio real. El polinomio f(z,u,v) es representado en la forma

Fzu0) = 2" (u,0). (3.26)
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Por (;553) denotamos aqui un polinomio de grado m, homogéneo en u y v.
Supongamos que u = cos z, v = sen z; sin pérdida de generalidad, también
supongamos que ¢$;Z) (u,v) no es divisible por u? + v?. En otras palabras,

oM (1, i) # 0 (3.27)

para todo polinomio que aparece en la expresion (3.26).

El término principal en el polinomio (3.26) serd el término 2ol (u,v),
para el cual, en la expansion los indices r y s 81multaneamente alcanzan
su maximo, es decir, cualquier otro término zm¢m (u,v) que aparece en la
expansion (3.26) satisface la condicién: r > m, s > n, 6 sir =m, s > n
6 r > m, s = n. Evidentemente no existe un término principal para cada
polinomio. El polinomio (3.26) puede ser representado en la forma siguiente

fzu0) =200 (wv)+ Y 20 (u,v), (3.28)

m<r,n<s
Aqui gbff)(z) es un polinomio no homogéneo en u y v de grado s:

o (u,v) Zgb”) U, v) (3.29)

n<s

La funcién @&8)(2) = qbgf)(cos z,sen z) es periddica, con periodo 2w, y como
se mostrard mas adelante, tiene en la franja a < x < 27 +a, (2 = z + iy),
2s ceros contando multiplicidades. Como una consecuencia de esto, existe un
conjunto no numerado de valores ¢, tal que, <I>§f)(6+z'y) # 0, para todo y € R.
En la mayoria de los casos € puede tomar el valor de cero. Sustituyendo u y
v en el polinomio <b>(ks) (u,v), tenemos que

iz + e—iz eiz _ e—iz eiz + e—iz eiz _ 6—iz
P () = @ & _ Z (n)
< (2) = 0. 2 % Or 2 9

n<s

izs 1 (s 1 — fzzs s)

con L) (3,3!) # 0 por (3.26). Tomando t = €, la ecuacién ) (2) =0 es

27 2
) 1 ¢
15 =3 (s) [ = ° —-0.
vop (5.5) + ool (53) =0

equivalente a
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Por lo tanto, obtenemos una serie acotada (bff) (t) en potencias positivas
y negativas de t, el coeficiente de la potencia positiva mas grande s de la
variable ¢ es ¢$8)(1/2, —1/2); ver (3.29); igualmente el coeficiente de la menor
potencia negativa —s es ¢£8)(1/2, i/2); ver (3.29). Consecuentemente ambos
coeficientes son distintos de cero; ver (3.27). Podemos reescribir la ecuacién

anterior como
1 —i 1 i
PEOON ) (2 2 ) =o.
¢r (2’2>+ +¢T 2’2

Por lo que la ecuacién gbff) (t) = 0 tiene exactamente 2s raices y todas ellas
son distintas de cero. Denotamos estas raices por ty, tg, ---, tos. Para la
solucién de la ecuacion

d(2) =0 (3.30)

es ahora suficiente resolver todas las ecuaciones e'* = t;. Para cada indice fijo
j, cada ecuacién tiene en la franja a < x < 27 + a, Va € R, exactamente una
raiz, z; = —iln|t;|+arg t;+2kn. Sitodas las ¢; son distintas, obtenemos en el
dominio en cuestion, exactamente 2s raices distintas de la ecuacion (3.30). Si
tenemos ¢; multiples, entonces obtenemos una multiplicidad correspondiente
para la ecuacién (3.30).

Con la ayuda de la subseccion 3.3.1 demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Si el polinomio (3.26) no tiene un término principal entonces
la funcion F(z) en (8.25) tiene un nimero infinito de raices con parte ima-
ginaria arbitrariamente grande.

Demostracion. Sustituyendo z = i€, £ € C en la ecuacién (3.25), obtenemos
de (3.26) que

D Emim gl (cos (i€), sen (i€)) = 0,

asi tenemos que
6—(indice maximo n)§ h(f’ 65) — 0’

donde h(&,ef) es un cuasipolinomio, correspondiente a un polinomio h(u,t)
de la forma (3.14) sin término principal. Esta ecuacion tiene soluciones iguales
a las raices de h(€, e®).

Usando el teorema 3.2 concluimos que h(&, e®) tiene un nimero infinito
de ceros con parte real positiva arbitrariamente grande. Como la transfor-
macion z = £ mapea el semiplano inferior z sobre el semiplano derecho
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¢ e inversamente, tenemos que la funcién f(z,cos z,sen z) tiene un nimero
infinito de raices con parte imaginaria negativa arbitrariamente grande, por
otro lado, la transformacion z = —i§ mapea el semiplano superior z sobre
el semiplano derecho £ e inversamente, esto nos conduce a la conclusién de
que la funcién f(z,cos z,sen z) tiene ceros con parte imaginaria positiva ar-
bitrariamente grande. Asi, se completa la prueba. O

El siguiente teorema juega un rol fundamental en la generalizacion dada
por Pontrjagin.

Teorema 3.4. Sea f(z,u,v) un polinomio con término principal z’"gbﬁfs) (u,v).
Sea € € R, tal que, @&s)(e + iy) no se anula para todo y € R, entonces
en la franja —2km + € < =z < 2km + €, z = x + iy, la funcion F(z) =
f(z,cos z,sen z) tendrd, comenzando desde un valor k € N suficientemente
grande, exactamente 4sk + r ceros. Asi, la funcion F(z) tiene raices reales,
si y solo si, tiene exactamente 4sk + r ceros reales en el intervalo [—2km +

€,2km + €] C R, comenzando desde un k € N suf icientemente grande.

Demostracion. Vamos a demostrar el teorema suponiendo que en la franja
a <z <2m+a, z=u1x+1y, la funcion @is)(z) tiene exactamente 2s ceros.
Tomamos F(z) de la forma siguiente

F(z) = f(z, cosz,senz) = 2" ®) () + Z 2P ()

m<r,n<s
ol
= 270 (2) (1 + ) zm—TT(Z)> . (3.31)
m<r,n<s (I)* (2)
donde &4 (z) = () (cos z, sen z). Ahora probaremos que para un suficientemente
grande k € N, b > 0, tenemos que
oLy
Z 2" (S)(z) <1 para todo z € 0P (3.32)
m<r,n<s (D* (Z)

en la region rectangular Pyy; definida por las relaciones siguientes
2kr+e<z<2km+e —b<y<b (z=2x+1iy).
ol (2)

o{(2)
0Py, va que el término en el médulo se multiplica por potencias negativas

es acotada en

Notemos que es suficiente demostrar que la expresiéon ‘
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de z. Tenemos que

12 + efiz eiz _ efiz
M () — oM [ &

=e " {@2) (2 2) +e”ar+ -+ 2"”0@4

v (L) i 4,

donde 6;(z) se aproxima a cero uniformemente cuando y — +o0o. En forma
similar

@%)(z) _ ¢£:LL) (ezz _;e—zz’ el® _»e—zz>

— iz |:¢£)111) (_7 _) + e*lzﬁl N 62nzz52n:|

) 1 —
_ pnytinz |:¢$g) (57 72) + 52(/2)} )

donde d5(2) se aproxima a cero uniformemente cuando y — —oo. Asi tenemos
que

(n) ) = ny—m‘m (N1 4 1z
) (2) (o <2( 5 +0i(2) )

(
" )(z) fny+ni:r< % _7) + 02(2 ))
(

De las relaciones en 3.33), se obtienen las siguientes expresiones para la

funcién periédica ®'° z) asi:

(S)Z — 5y~ six (s) 1 3 (2
(2) (o <2( D)+ b)) B

(I)Sks) (2) — 678y+szx (QbrS)

donde d03(z) tiende uniformemente a cero cuando y — 400 y d4(2) tiende
uniformemente a cero cuando y — —oo.

Por otro lado, sélo hay un ntmero finito de ceros de @ﬁs)(-) en cualquier
franja limitada, paralela al eje imaginario, entonces existe un b > 0 suficiente-
mente grande, tal que

() A0 si |y >0 (3.35)
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Ademas
O (£2km + e +iy) = D (e+1iy) #0  VyeR. (3.36)

Si k y b son suficientemente grandes entonces por (3.35) y (3.36), la expresién
|(I>$ff)(z) / @ﬁs)(z)] es acotada en 0Py, por alguna constante dependiente de k
y b. Tomado k suficientemente grande, podemos librarnos de la dependencia

de b.
Por (3.33) - (3.36), tenemos que para z = £+ 2km + € + 1y

(s) = (5) 1 i - Y
paraz=x+iby —2kmr+e <x < 2km+e€
U] _ e | O 33) HE
20(z) P (5 5) + 02 |y
paraz =x —iby —2km+e <x < 2km+e
o™ ¢(n) (1 1) + 65(2)
m’ (2) _ —(s—n)b | \21 2 2 0
L (2) (505 () |,

Todos estos argumentos implican que (3.32) se tiene a partir de algin b

suficientemente grande.
Sin embargo, de (3.32) tenemos que

z" Z zm

m<r,n<s

>

m<r,n<s

(2)] 2 ["@(2)| —

[F(2)] =

>0 VzeaPkb,

y por lo tanto, F' no tiene ceros en 0Fy,. Como F'(z) es de la siguiente forma

F(z) = (1 + 3 3) . (3.37)

m<r,n<s
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tenemos que sobre la frontera del poligono Py, para k y b suficientemente
grandes, la relacién

F(2) = 270¥ (2)(1 + 65) (3.38)

se tiene, donde d5 tiende a cero cuando los nimeros k y b simultdneamente
se aproximan a infinito. De (3.38) se sigue que el nimero de ceros de las
funciones F(z) y 2"®(z) en el recténgulo es idéntico. Varios parrafos mas
adelante, vamos a demostrar este resultado en forma general. Fijamos k en
un valor suficientemente grande y hacemos que b se aproximé al infinito.
Entonces tenemos que el ntimero de ceros de las funciones F(z) y z’”(I)iS)(z)
en la franja —2km + € < o < 2km + € es idéntico. Para la funcién z"(I)ka)(z) el
nimero de ceros es igual a 2k(2s)+r = 4ks+r. Esto completa la prueba. [

La parte final de la demostracién anterior queda justificada con la si-
guiente observacion.

Observacion 3.5. Sea P algiun contorno cerrado en el plano de la variable
compleja z y g(z) una funcién analitica sin singularidades, ya sea dentro o
sobre el contorno P, la cudl no se anula en el contorno. Entonces, como una
consecuencia del conocido teorema concerniente al Residuo Logaritmico, el
nimero de ceros de la funcion g(z) dentro del contorno P es igual a el nimero
total de revoluciones, de w = g(z), alrededor del origen, cuando la variable z
recorre el contorno P. Sea la funcion g*(z) también analitica dentro y sobre
el contorno P y relacionada en el contorno P con la funcion g(z), por medio
de la relacion g*(z) = g(z)(1 + 0(2)), donde |0(z)| < 1. Consideremos sobre
el contorno P la funcion g(z,r) = g(2)(1 + rd(z)), donde r es un nimero
real. Para un valor fijo r, el vector w = g(z,r) gira algin nimero total de
revoluciones en torno al origen mientras z atraviesa el contorno P. Si ahora
r varia en forma continua de cero a uno, el vector w nunca toma el valor
de cero, y por lo tanto, el numero de revoluciones totales no cambia. Asi el
nimero de ceros de las funciones g*(z) y g(z), en el interior del contorno,
es idéntico.

Los Teoremas 3.3 y 3.4 dan condiciones necesarias y suficientes para que
la funcién f(z, cos z, sen z) tenga solamente raices reales. En el caso donde el
polinomio f(z,u,v) no tiene un término principal la funcién f(z, cos z, sen z)
tiene un conjunto infinito de raices complejas.
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3.3.3. Ceros de la funcién h(z,¢*) en presencia de un
término principal

En la subseccién 3.3.1 se demostré que la funcién h(z, %) tiene un conjun-
to infinito de ceros con parte real positiva arbitrariamente grande en el caso
donde el polinomio h(z,t) no posee un término principal. Aqui vamos a solu-
cionar el problema de la naturaleza de los ceros de la funcién H(z) = h(z, €*)
en presencia de un término principal. Sea

Wz t) = apn2™t" (3.39)

y a,s2"t* el término principal en el polinomio (3.39), asi el polinomio puede
ser representado en la forma siguiente

M t) = 2O+ Y a

X)) = amt™ (3.40)
n<s

La funcién Xis)(ez) es periddica, con periodo 27i, ya que, Xis)(e’z“”) =

ng) (e%), ademds, como se demuestra algunas lineas més adelante, en la franja
b<y<b+2m (z=x+1iy)la funcién no tiene mas de s ceros. Como
consecuencia de esto, existe un conjunto no numerado de ntimeros reales ¢,
tales que

X () #0 (3.41)

para todo = € R. Sean tq,ts,...,ts las raices del polinomio (de grado s)
' (t). Entonces, los ceros de la funcién Xis)(ez) son soluciones de las ecua-
cionese®* =t;,7 =1,2,...,s. Paracadaj = 1,2,..., s fijo, la dltima ecuacién
tiene una solucién z; = In|t;| + iarg t; + 2kmi, siempre que t; # 0. Por lo
tanto, Vb € R en la franja b < y < b+ 27, la funcién ng)(ez) tiene a lo més
s ceros, contando multiplicidades.

El siguiente resultado es similar al Teorema 3.4 y se refiere a los ceros del

cuasipolinomio h(z, e*) en una franja semi-infinita de ancho suficiente.

Teorema 3.6. Sea h(z,t) un polinomio con término principal a,z"t° y €
un numero real, tal que, ng)(e‘”“) #0Ve € R, gy Xis)(t) es la funcion
definida en (3.40). El nimero de ceros del cuasipolinomio H(z) en la franja
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—2km+e <y < 2km+e, x>0, (z = xz+iy) lo denotamos por Ny. Supongamos
ademds que el cuasipolinomio H(z) no tiene ceros en el eje imaginario; i.e.,
H(iy) # 0; denotamos por Vi el dngulo descrito por el vector z = H(iy)
alrededor del origen, cuando y recorre el intervalo —2km + ¢ < y < 2km + €.
Entonces

Vk :27T(2]£’S—Nk+g)+5k
donde 6, — 0, cuando k — oo.

Demostracion. Consideremos la regién rectangular Py, determinada por las
condiciones 0 < x < a, —2km + € < y < 2km + € y estimamos el cambio total
en el vector z = H(w), cuando w recorre los tres lados del rectdngulo Py, en
sentido contrario a las manecillas del reloj, con la excepciéon del lado x = 0,
que son las partes superior, inferior y el lado derecho. Notemos por (3.40)
que

H(z) = h(z,e) = 2"x\¥(e*) + Z amn2"™ €™
con

n<s

Por las propiedades de Xff)(ez) se tiene que fuera de la parte de la frontera
0Py, del rectangulo Py,, que no esta contenida en el eje imaginario, tenemos

que
. 6TLZ
H(z) =2"x¥(e (1 + Z A 2™ )—z> . (3.42)
m<r,n<s (6 )
Cada una de las expresiones (f%, n=0,1,2,...,s es una funcién racional

X (€7)
de €*, y por lo tanto, todas estan acotadas en 9Py, \{eje imaginario}. Como

m < r, eligiendo a y k suficientemente grandes, tenemos que

o, SMnz

) < Vz€ IP,\{el eje imaginario} (3.43)
2 (€7)

con ¢ suficientemente pequena. En esta parte de 0Py, el cuasipolinomio no
tiene ceros, ya que aqui tenemos que

H(2)| 2 |25 = 3 amn"e| > 0.
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Utilizando el hecho de que el cuasipolinomio H(z) = h(z, €*) no tiene ceros en
el eje imaginario, esto significa que el Principio del Argumento (Teorema 1.1)
puede aplicarse tomando 9Py, como el contorno y f = H, asi

2N, = =V, + lim {Angulo descrito por el vector H(w), cuando w recorre

0P\ [el eje imaginario] en sentido contrario a las
manecillas del reloj, comenzando desde el punto
(0, —2kmi + €i) }. (3.44)

Por (3.42) y (3.43) el dltimo término es igual a la suma de los dngulos
similares, pero para los vectores 2" y Xis)(ez). Tomando un a suficiente-
mente grande, podemos hacer el angulo descrito por 2", a lo largo de los
segmentos horizontales, arbitrariamente cercano a 7r/2, para cada segmento
correspondiente. Al mismo tiempo, el dngulo descrito por 2", a lo largo del
lado vertical, es arbitrariamente cercano a cero. Como la funcién Xﬁs)(ez) es
2mi-periodica, el angulo descrito por el vector X&s)@z) a lo largo de los lados
horizontales es cero, ya que son recorridos en direccién contraria. Por otra
parte, tomando a suficientemente grande, podemos hacer el angulo descrito
por Xis)(ez), a lo largo del lado vertical, arbitrariamente cercano al mismo
angulo para e**, pero este ultimo es igual a 4ksm. Tomando en cuenta esto

obtenemos el teorema de (3.44). O

Del Teorema 3.6 se desprende que es importante considerar el compor-
tamiento de la funcién H(z), sobre el eje imaginario, para derivar condiciones
necesarias y suficientes para que el cuasipolinomio tenga todas sus raices con
parte real negativa.

Ahora daremos una caracterizacion analitica y otra geométrica del com-
portamiento de la funcién H en el eje imaginario. La caracterizacion analitica
esta dada por el siguiente lema.

Lema 3.7. Las funciones f(y,u,v), g(y,u,v), que aparecen en la siguiente
expresion de H:

H(iy) = h(iy, ") = F(y) +iG(y)
= f(y,cosy,seny) + ig(y, cosy, seny) (3.45)
tienen las siguientes propiedades:
(i) VA, u € R;A2 + p? # 0, la funcidn \f + pg es un polinomio de la for-
ma (3.26).
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(ii) Sean y’"gogf)( v), ) (u,v) los términos principales de los polinomios

fuyag, respectwamente y de acuerdO a (3.29), (3.40), sean oL (y) =

o\ (cosy, seny), U (y) = 9 (cosy,seny), ¥ (1) = 32, ., arut”. En-

tonces

X (") = 0P (y) + i (y). (3.46)

Demostracion. Si el polinomio h(z,t) =) ampz™t" tiene término princi-
pal a,s2"t* entonces

H(iy) = h(iy, e Zamn iy)"e™ = Zamn iy)" (cosy +iseny)”.

Para la reconstruccién de fy g de H(iy), sustituimos u = cosy, v = seny
de acuerdo a (3.45), y descomponemos el tltimo término en su parte real e
imaginaria. Asi, tenemos que

(u+iv)" = o™ (u,v) 4+ 3™ (u, v)

donde o™ (u,v) y 8™ (u,v) son polinomios con coeficientes reales y

o™ (u,v) = (uctiv)" (uiv)" . }

T
5(n)(u’v) _ (utiv) Q—i(U—w) .

(3.47)

Entonces tenemos que

H(iy) = ) (iy)™ - {[Re(@mn)a™ (u,0) — Im(agmn) 0 (u, v)] +

m,n

+ i [Re(@mn) 8™ (1, v) + Im(apmn )™ (u,v)]}

con ap, = Re(amn) + ilm(ay,), donde Re(am,) y Im(a,,,) son nimeros
reales, por lo tanto

f(yu,0) Zy o) (u,v), gy, u,0) Zymw

donde gogg) y 1/1%1 ) son polinomios de grado n, que tienen una de las formas
siguientes, dependiendo de m:

+ [Re(apmn )™ (u, v) — Im(apm,) 3™ (u, v)]

+ [Re(tmn ) B (1, v) + Im(apmn ) o™ (u, v)]. (3.48)
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Sean A y p numeros reales, no simultaneamente ceros, entonces

My, u,v) + pg(y, u,v) = Zy o (u, 0) + pp) (u, v)].

Para completar la prueba de (i) es suficiente mostrar, segin (3.26), que
™ (1, 44) + "™ (1, £i) A0 Vm >0, Vn > 1.

Tomemos para la prueba las primeras formas de @SP, w}:{‘ ), correspondientes
am =0,4,8,... (la prueba para las otras formas es casi la misma)

Nl (1, 1) + bl (1, i) = [ARe(gen) + plm ()™ (1, i) +
A= AT (@) + pRe(amn)] 3™ (1, £1).

asi )\gogg)(l, +i) + ,uzbﬁ,?)(l, +i) = aa™ (1, i) +bB™ (1, +i), donde a y b son
reales. Ya que el determinante de la matriz

Re(amn) —Im(am,)
Im(am,) Re(amn)

es distinto de cero para a,,, # 0, a y b determinadas en esta relaciéon no son
simultdneamente cero, ademads, tomando aa™(u,v) + b3™ (u,v) = v (u,v),
tenemos que

YW (1, 4i) = 2" Ya £ ib) #0
Si a,52"t° es el término principal en el polinomio h(z,u,v), el término prin-
cipal del polinomio Af(y,u,v) + ug(y,u,v) es y" v (u,v) = y" (aa'® (u, v) +
b3 (u,v)), donde a y b no son simultdneamente cero; por consiguiente, la

condicién (3.27) se satisface y la prueba de (i) es completada. Para la prueba
de (ii), notemos que

H(iy) = (iy>rX5<s)<6iy) +oe=y [905k8)<COS y,seny) +
+igl) (cosy,seny) + - -] = y [0 (y) + 10 (y)].
asi A
X () = 2 (y) + 10 (y),
O

Observaciéon 3.8. Como en la subseccion 3.3.2, existe un numero real €, tal
que, )\gois)(e +ay) + ,u@/zis)(e +iy) # 0, para y real arbitrario. Asi, de esta

condicion x\” (e¥€) £ 0, para x real arbitrario.
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Lema 3.9. Supongamos que F?(y) + G*(y) # 0, Yy € R (geométricamente
esto significa que la curva {H(iy) € C:y € R } no pasa a través del punto
0 € C). El dangulo de rotacion V (a,b) descrito por el vector H(iy), cuando y
recorre el intervalo [a, b, tiene las siguientes propiedades:

(i) La funcion V(0,y) es analitica y su derivada en y, V'(0,vy), satisface

G'(y)F(y) — F’(y)G(y)_

V'(0,y) = 3.49
S R0 (349
donde F', G' son las derivadas de F' y G
|1‘1'm V'(0,y) = ¢ < o0, (3.50)
Y|—00
(ii) Para algunos a € [a,a + €], b € [b,b+ €]
Via+e,b+e)=V(a,b)+ [V'(0,b) — V'(0,a)]e, (3.51)

(iii) Las siguientes implicaciones se tienen:
V(—2km,2km) = 7(dkms +rm) + 0k, 6 — 0 (k — 00), 7= +£1 (3.52)

= VA pu€R; N2+ p? #£0, la funcion NF(y) + uG(y) tiene solamente
ceros reales, simples y

G'(y)F(y) — F'(y)Gly) >0 ¢ G'(y)F(y) — F'(y)G(y) <0 Vy(e R-)
3.53

Demostracion. La funcién V(0,y) es analitica. Como tan [V (0,y)] = ﬂyg,

(y
tenemos que

14+ tan V(0 )]V'(0,y) = = “(y) + G2(y) V(0,y) = Gy r (y;Q—(y? "(y)GY)

pero esto implica (3.49).

Ademsds, F(y) = f(y,cosy,seny) y G(y) = g(y,cosy,seny), donde f y
g son polinomios de la forma (3.26), y asi, cada una de estas funciones es
estimada por arriba y abajo, por un polinomio en y de grado r que, junto
con (3.49), significa que V'(0, y) es estimada por el cociente de dos polinomios
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en y, de mismo grado r. Asi, la expresién (3.50) se tiene. Aplicando el teorema
del valor medio y notando que V' (0,b) — V(0,a) = V(a,b), obtenemos que

V(ie+eb+e) =V(0,b+¢)—V(0,a+e¢)
= V(0,0) + V'(0,b)e — V(0,a) — V'(0,a)e
= V(a,b) + €[V'(0,b) — V'(0,a)]

donde @ € [a,a + €], b € [b,b+ ¢€]. Por lo tanto, (3.51) se tiene. Fijemos

A\, it € R arbitrarios, con A\? + u? # 0. Por las propiedades de @&8)(2) y el
lema (3.7) existe € € R, tal que

A (e +iy) + p¥ (e +iy) #0 Yy €R. (3.54)
Ahora, (3.51) y (3.52) producen

V(=2km + €,2km + €) = V(=2km, 2km) + €[V'(0,b) — V'(0,a)]
= 7(dkms + 7r) + 6, + €[V'(0,b) — V'(0,a)]

con a € [—2km,2kw + €], b € [2km,2km + €|. Ya que &, — 0y [V'(0,b) —
V'(0,a)] — 0, cuando k — oo, por (3.50) se tiene que, comenzando desde
un k € N suficientemente grande, V(—2k7m + €, 2km + €) = 7(4dkns + 7r), es
decir, H(iy) gira 7(4ks + r)/2 vueltas al origen cuando y recorre el intervalo
[—2km + €, 2k + €]. Geométricamente, esto significa que la curva {H (iy) =
F(y) +iG(y) : y € [-2km + €,2km + €]} tiene exactamente 4ks + r puntos
comunes con la linea que une a 0 con el nimero F(2km + €) 4+ iG(2kpi + ¢€).
Esto implica, sin embargo, que la funcion A\F(y) + pG(y) tiene exactamente
4sk 4 r ceros reales en el intervalo [—2km + €, 2km + €]. En virtud de (3.54)
y el Teorema 3.4, concluimos que esta funcién tiene solamente ceros reales.
Supongamos que uno de ellos es miltiple. La tangente a la curva {H (iy) €
C:y € R} en el punto H(iy) que le corresponde estarfa contenida en la linea
recta A\F' 4+ puG = 0. En este caso, una pequena variacion de A y p podrian
causar un cambio en el nimero de intersecciones de la gréafica H(iy) con
la linea recta AF' 4+ uG = 0, en contradiccién con los resultados obtenidos,
donde A, p eran arbitrarias.

Asi, resulta que nuestra suposicién nos conduce a una contradiccién, lo
cual implica que los ceros de la funciéon AF'(y)+ uG(y) son simples. El mismo
argumento geométrico, también no lleva a la conclusion de que 7[V'(0,y)] >
0. Por lo tanto, de (3.49) se tiene (3.53). O
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Para la formulacion del resultado final, vamos a utilizar la definicién de
alternancia 1.12 para las funciones reales p(y) y ¢(y) de variable real. Diremos
que los ceros de estas funciones se alternan, si cada una de las funciones no
tiene raices multiples y entre dos ceros de cada una de estas funciones existe
al menos un cero de la otra. Por ultimo, supongamos que las funciones p(y)
y q(y) no son simultdneamente cero. Bajo estas condiciones, los ceros de las
funciones p(y) vy q(y) se alternan a lo largo del eje y.

El siguiente teorema es el principal resultado de la generalizacién dada
por Pontrjagin.

Teorema 3.10. Sea H(z) = h(z,e*) el cuasipolinomio correspondiente al
polinomio h de la forma (3.14), con término principal a,sz"t*. Consideremos
la resolucion (3.45) para H(iy). Si todos los ceros de la funcion H(z) tienen
parte real negativa, entonces los ceros de las funciones F(y) y G(y) son reales,
alternantes y para cada'y € R tenemos que

G'(Y)F(y) — Gy F'(y) >0 (3.55)

Cada una de las siguientes condiciones es suf iciente para que todos los ceros
de la funcion H, tengan parte real negativa:

(i) Todos los ceros de las funciones F(y) y G(y) son reales, alternantes y la
desigualdad (8.55) se satisface para al menos un valor de y;

(ii) Todos los ceros de la funcion F(y) son reales y para cada cero o, la
condicion (3.55) se satisface; i.e., F'(yo)G(yo) < 0;

(iii) Todos los ceros de la funcidn G(y) son reales y para cada cero vy, la
condicion (3.55) se satisface; i.e., G'(yo)F (yo) > 0.

Demostracion. Necesidad. Sea € € R, tal que, Xis)(e”“) # 0, Yz € R.
Utilizando el Teorema 3.6 se tiene que

V(=2km + €,2km +€) = dkns +7r + 6, 0 — 0 (K — 00).
Como F?(y) + G*(y) # 0 Vy € R, por (3.51):
V(=2km,2kn) = dkns + mr + 0y, 0, — 0 (k — 00).

Por el Lema 3.9, todos los ceros de I’y G son reales y simples. Ademas, para
cada y € R (3.55) se satisface. Interpretando geométricamente toda la infor-
macién obtenida de F'y G hasta ahora, concluimos que el vector H(iy) gira
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en sentido contrario a las manecillas del reloj, interceptando alternadamente
el eje real e imaginario, por lo tanto, las raices de F' y GG se alternan.

Suficiencia. Como las raices de F'y G se alternan, se tiene que F?(y) +
G?(y) # 0 (el cuasipolinomio no tiene ceros en el eje imaginario), que junto
con el Teorema 3.6 implica que

1
V(=2km + €,2km + €) = 2m(2ks + 57~ Ni) + 0, 6 — 0 (k — o).

con € € R, tal que, Xis)(e““) # 0 Yz € R. Por lo tanto, de (3.51) para k
suficientemente grande tenemos que

2Ny, = dkms + rm — V(—2km, 2kn) (3.56)

donde Ny es el nimero de ceros de H en la franja descrita en el Teorema 3.6.
Notemos que, por (3.46), donde podemos sustituir y = € — iz, también te-
nemos (I)ff)(e —iz) # 0, UV (e — iz) # 0 Va € R. Como por hipétesis todos
los ceros de F' y (G son reales, por el Teorema 3.4 establecemos que en el
intervalo [—2k7 + €, 2k + €] cada una de estas funciones tiene exactamente
4ks +r ceros. Sin embargo, ya que (3.55) se tiene en al menos un punto, esto
significa que Ny = 0 (3.56). Ya que k es arbitrariamente grande, el teorema
se tiene. 0

La generalizacion del Teorema de Hermite-Biehler dada por Pontrja-
gin (Teorema 3.10) es particularmente 1til en el andlisis de la estabilidad
en sistemas de ecuaciones diferenciales que contienen retardos. Se ilustra es-
to en el ejemplo siguiente, utilizaremos la notacion del capitulo 1.

Ejemplo 3.11. Consideremos el cuasipolinomio:
§(2) = d(2) + e *ny(2) + e 2ny(2)
donde

d(z) = 1+ 15z + 502% 4 1002° 4 1002* + 2002° + 1002° + 2027 + 52° + 27,
ni(z) = 2+ 10z + 5022 + 502° 4+ 1002* + 152° 4+ 1025 + 1027 + 328,
ny(2) = 3+ 242 + 552 + 1302° + 1312* + 512° + 3520 + 2227 + 225,

conTy = 0.1 yTy = 0.3. Escribimos
d(jw) = dP(w) + jwd™(w),
ni(jw) = nj(w) + jwny™ (W),

na(jw) = nb(w) + jwny™ (w).
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Figura 3.1: Teorema de la alternancia para un cuasipolinomio (Ejemplo 3.11)

ast tenemos §(jw) = d,(w) + jo;(w), donde

6r(w) = dP(w) + cos (wTh)nk (W) — wsen (W)™ (w)
+ cos (wTy)nh(w) — wsen (wTy)ny"(w),

6i(w) = wd™(w) + wcos (WT)ni™(w) — sen (WT})nk (w)
+ wcos (WT)ny™(w) — sen (wTy)nb(w).

La figura 3.1 muestra que 0,(w) y §;(w) se alternan. Por lo tanto, concluimos
que el cuasipolinomio §(z) es Hurwitz.
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Capitulo 4

Otras Generalizaciones

Como se muestra en el capitulo 1, el teorema de Hermite-Biehler da condi-
ciones necesarias y suficientes para la estabilidad Hurwitz de un polinomio en
términos de ciertas condiciones de alternancia. En esta seccion, generalizamos
el teorema de Hermite-Biehler a polinomios que no son necesariamente Hur-
witz. La generalizacion es dada en términos de una expresion analitica para
la diferencia entre el nimero de raices del polinomio en el semiplano abierto
izquierdo y el semiplano abierto derecho.

Cuando un polinomio real no es Hurwitz, el teorema de Hermite-Biehler
no proporciona informacion acerca de la distribucién de sus raices en el
plano. En la seccién 4.1, daremos nuevamente el Teorema de Hermite-Biehler,
asi como algunas caracterizaciones equivalentes. En la secciéon 4.2, daremos la
relaciéon entre el cambio de fase neto de un polinomio real, cuando w varia de
0 a 0o, y el nimero de raices en el semiplano abierto izquierdo y derecho. En
la seccién 4.3, derivamos generalizaciones del teorema de Hermite-Biehler,
aplicables al caso donde la prueba polinomial no tiene ningun cero en el
eje imaginario. La seccién 4.4, muestra que el teorema establecido puede ser
adaptado a el caso donde aparezcan ceros en el eje imaginario, distintos del
origen. En la seccién 4.5, modificamos el teorema establecido para adap-
tarlo al caso donde aparezcan uno ¢ mas ceros en el origen. Finalmente se
proporcionard un ejemplo que verificard la afirmacion del teorema.
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4.1. El Teorema de Hermite-Biehler

Comenzamos esta seccion, reescribiendo el Teorema de Hermite-Biehler
con el fin de introducir algunos cambios en la notacién que nos permitirad ex-
poner de una mejor manera las generalizaciones.

Teorema 4.1. (Hermite-Biehler). Sea p*(z) = po+ p12 + -+ + pu2"™, un
polinomio real de grado n. Escribimos, p*(2) = pe(2?) + 2p,(2%), donde p.(2?)
y 2po(2?) son las componentes de p*(z), formadas con las potencias pares
e impares de z, respectivamente. Sean We,,We,, ... los distintos ceros reales
positivos de pe(—w?) y sean we,,Wo,, - .. los distintos ceros reales positivos
de po(—w?), ordenados en magnitud ascendente. Entonces p*(z) es Hurwitz
estable, si y sélo si, todos los ceros de p.(—w?), po(—w?), son reales y distin-
tos, pn Y Pn_1 son del mismo signo y los ceros reales positivos, satisfacen la
siguiente propiedad de la alternancia:

0 < Wey < Wy < Wey < Woy < v (4.1)

En este capitulo, el objetivo es obtener generalizaciones del teorema dado
para polinomios reales que no son necesariamente Hurwitz. Primero propor-
cionamos algunas caracterizaciones alternativas e interpretaciones del teo-
rema. Para esto, introducimos primero la funcién sgn[-] : R — {—1,0,1},
definida por:

-1 siz <0,
sgnjx] =¢ 0 siz=0,
1 siz>0.

Lema 4.2. Sea p*(z) = po + p1z + -+ + pp2", un polinomio real de gra-
do n. Escribimos p*(2) = pe(2%) + 2po(2?), donde p.(2%) y 2p,(2*?) son las
componentes de p*(z) formadas con las potencias pares e impares de z, res-
pectivamente. Para cada w € R, denotamos p*(jw) = p(w) + jq(w), donde
p(w) = p(—w?), q(w) = wpo(—w?). Sean we,, We,, . . . los distintos ceros reales
positivos de p.(—w?) Y sean wy,,We,, - - . los distintos ceros reales positivos de
po(—w?), ordenados en magnitud ascendente. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(i) p*(2) es Hurwitz estable.

70



(i) pn Y pn—1 son del mismo signo y

sen[po] - {sgn[p(0)] — 2 sgn[p(w,, )] + 2 sgn[p(wo,)] + -+ + (=1)™*
x2 sgn[p(w,,, )] + (=1)™ - sgn[p(co)]} para n = 2m,

sen(po - {sgn[p(0)] — 2 sgn[p(w,, )] + 2 sgn[p(wo, )] + - -+ + (=1)™!
x2 sgn[p(wo,,_,)] + (—=1)"™ - 2 sgn[p(w,,, )] } para n = 2m + 1.

(4.2)

(iii) pn Y pn_1 son del mismo signo y

sgn[po] - {2 sgnfg(we, )] — 2 sgnfg(we, )] + 2 sgnfg(we,)] + -+ (=1)™2
x2 sgn[q(we,, )] + (=1)™1 -2 sgn|q(w.,, )]} para n = 2m,
sgnfpo] - {2 sgng(we, )] — 2 sgnfg(we, )] + 2 sgnfg(we,)] + -+ (=1)™
x2 sgn[q(we,,)] + (—1)™ - sgnlg(oco)]} para n = 2m + 1.

(4.3)

Demostracion. (1) (i) < (ii).

(1) = (i7). Supongamos que p*(z) es Hurwitz estable, entonces p,, y p,—1 son
del mismo signo, por la propiedad de fase mondétona para polinomios Hurwitz
podemos mostrar que la grafica de p*(jw) = p(w) + jg(w), crece en sentido
contrario a las manecillas del reloj y atraviesa n cuadrantes cuando w varia

de 0 a oo [5]. Para p*(z) Hurwitz, la gréfica de p*(jw) es mostrada en la
figura A.

Im[p*(jw)] Im[p*(jw)]

€
o

JE
=
@
S
()
&

Re[p*(jw)]

We
Weqy 1

(a) po>0 (b) po <0

\

Fig.A: Propiedad de incremento de fase monétona para polinomios Hurwitz p*(z).
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De la figura A, se observa que para n = 2m se tiene que
sgn[po] - sgn[p(0)] > 0
—sgn[po| - sgn[p(wo, )] > 0

(—1)™*sgn(po] - sgulp(wo,,_,)] > 0
(—1)™sgn[po] - sgn[p(cc)] > 0
Asi que
sgn(po] - {sgn[p(0)] — 2 sgnp(w,,)] + 2 sgnfp(wo,)] + -+ + (=1)"
x 2 sgn[p(wo,, ;)] + (=1)"-sgn[p(c0)]} =1+2+---+2+1 =2m =n.
(m—1)

(4.4)

y paran = 2m + 1

sgn[po] - sgn[p(0)] > 0
—sgn[po] - sgn[p(wo, )] > 0

(—1)™ 'sgn[po] - sgn[p(ws,, )] > 0
(—1)™sgn[po] - sgn[p(wo,,)] > 0
Asi que
sgn(po] - {sgn[p(0)] — 2 sgn[p(w,,)] + 2 sgnfp(wo,)] + - -+ + (=1)""
x 2 sgn[p(wo,, ;)] + (=1)" -2 sgnlp(w,, )]} =1+2+---+2=2m+1=n.

(4.5)

De (4.4) y (4.5) se tiene (4.2).

Sea w,, = 0 y para n = 2m, denotamos w,, = 00. La ecuacién (4.2) se
tiene, si y sélo si, sgn[p(w,,_,)] v sgn[p(we,)] son de signo contrario para
1 = 1,2,...,m. Por la continuidad de p, existe al menos un w, € R, con
Wo,_, < We < Wy, tal que, p(we) = 0. Como n = 2m, el maximo ndimero
de raices reales, no negativas de p(-) es m, de esto se sigue que existe una
y solamente una w, € (wo,_,,wo,), tal que, p(w.) = 0, satisfaciéndose asi la
propiedad de la alternancia, por el teorema de Hermite-Biehler p*(z) es Hur-
witz estable.
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(2) (i) <= (iii).
Primero demostraremos que (i) = (7it).
Por la propiedad de fase monétona para polinomios Hurwitz (ver fig. A), se
tiene que:
Para n = 2m

sgn[po| - sgnfq(we,)] >0
—sgn[po] - sgnlg(we,)] > 0

(—1)"*sgnlpo] - sgnlg(we,, )] > 0
(—1)™'sgn[po] - sgnlg(we,,)] > 0
Asi que
sgn(po - {2 sgnlg(we, )] — 2 sgnlg(we,)] + 2 sgnlg(we,)] + -+ + (=1)" 2
x 2 sgn[q(we,, )] + (=)™ 2 sgnfg(we,)]} =24+ +2=2m=n.
(m)

y paran = 2m + 1

sgn[po] - sgn[g(we, )] >0
—sgn[po] - sgnlg(we,)] > 0

(—1)™sgnpy) - sgnlg(we,)] > 0
(—1)™sgn[po] - sgn[g(co)] > 0.

Ast que sgn[po]-{2 sgn[g(we, )] —2 sgn[g(we, )] +2 sgn[g(we, )]+ - -+ (=1)""*
x 2 sgnlq(we,, )] + (=1)™ - sgn[g(00)]} =24 - +2+1=2m + 1 =n.

(4.7)

De (4.6) y (4.7) se tiene (4.3).

(iti) = (i). Para n = 2m + 1, denotemos w,,, , = 0o. La ecuacién (4.3)
se tiene, si y sélo si, sgn[q(we,)] ¥ sgn[g(we,,,)] son de signos opuestos para
[ =1,2,...,m 4+ 1. Por la continuidad de ¢, existe al menos un w, € R,
donde w,, < wy, < we,,, tal que, g(w,) = 0, ademds, ya que el maximo
numero posible de raices reales no negativas de ¢(-) es m, se tiene que existe
una y solamente una w, € (We,,we,,,), tal que, g(w,) = 0, satisfaciéndose
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asi la propiedad de la alternancia, por el teorema de Hermite-Biehler p*(z)
es Hurwitz estable. O

Observacion 4.3. La propiedad de la alternancia en el Teorema 4.1 da
una interpretacion grdfica del teorema de Hermite-Biehler, mientras que el
Lema 4.2 da una caracterizacion analitica.

Notemos del lema 4.2 que si p*(z) es Hurwitz estable entonces todos los
ceros de p(w) y ¢(w) son reales y distintos, de lo contrario (4.2) y (4.3)
fallaran.

Ahora presentamos un ejemplo para ilustrar la aplicaciéon del Teorema 4.1
y del Lema 4.2, para verificar la propiedad de la alternancia.

Ejemplo 4.4. Consideremos el polinomio real p*(z), donde

p*(2) = 27 +52% 4+ 142° + 252 + 312% 4+ 2627 + 142 + 4.

Entonces
p*(jw) = pw) + jq(w)
donde
plw) = =58 + 25wt — 26w? 4 4, ¢(w) = w(—w® + 14w* — 31w? + 14).

Las grdficas de p(w) y q(w) son mostradas en la figura 4.1. Por lo tanto,
el polinomio p*(z), satisface la propiedad de la alternancia.

Figura 4.1: Propiedad de la alternancia para un polinomio Hurwitz.
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Ademds
We, = 0.43106, we, = 1.08950, w,, = 1.90452,
W, = 0.78411, w,, = 1.41421, w,, = 3.37419,

sgn[p(0)] = 1, sgnfp(w,,)] = —1, sgn[p(wo,)] = 1, sgn[p(we,)] = —1.
Ahora, p*(2) es de grado n =7, el cual es impar y
sgn{po] - [sgn[p(0)] — 2 sgnfp(wo, )] + 2 sgn(p(ws,)] — 2 sgnlp(we,)]] =7,
lo cual muestra que (4.2) se tiene.

También tenemos que
Sgn[q<w€1)] =1, Sgn[q(we2>] = -1, Sgn[q<w63)] =1, Sgn[q(oo)] = -1,
asi que
sgnfpo] - [2 sgnlg(we,)] — 2 sgnlg(we,)] + 2 sglg(we,)] — sgnla(oo)]] =7,
con lo cual se tiene (4.3).

Para verificar que p*(z) es un polinomio Hurwitz, igualamos p*(z) a cero
y encontramos sus raices:

—0.5 £ 1.3229j — 0.5 £ 0.86607 —1£y —1

Todas las raices se encuentran en el semiplano izquierdo, asi p*(z) es Hurwitz.
Ahora consideremos p*(jw) = p(w) + jg(w), como el ilustrado en la
figura 4.2 . De la figura 4.2 deducimos que p*(z) no es un polinomio Hurwitz,

Figura 4.2: La propiedad de la alternancia falla para un polinomio no Hur-
witz.

porque no satisface la propiedad de la alternancia, ademas podemos pregun-
tarnos si es posible conocer la distribucién de sus raices en el plano, en las
siguientes secciones se obtendran generalizaciones del teorema de Hermite-
Biehler, para polinomios que no son necesariamente Hurwitz.
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4.2. Signatura y fase acumulada neta

En esta seccion desarrollaremos, como paso preliminar para la generali-
zacion del Teorema de Hermite-Biehler, una relacién entre la fase acumulada
neta de un polinomio real y la diferencia entre el niimero de raices de un poli-
nomio real en el semiplano abierto izquierdo y el semiplano abierto derecho.
Sea C el plano complejo, C~ el semiplano abierto izquierdo y C* el semiplano
abierto derecho.

En principio nos enfocaremos en polinomios sin ceros en el eje imaginario.
Consideremos un polinomio real p*(z) de grado n,

p*(Z) = Po +p12+p2752 + - +pnzn7 p;i € R7 1= 07 ]-7' -y 1y Pn 7é 07
tal que, p*(jw) # 0, Yw € (—o00, +00).

Definicién 4.5. Seanl y r, el nimero de raices de p*(z) en C~ y C* respec-
tivamente. Entonces la signatura de p*(z) denotada por o(p*) es definida
como

olp) &1 —r.

Ya que n = [+, se tiene que o(p*) y n determinan en forma dnica [ y r
y ,por lo tanto, la distribucién de raices de p*(z). Ahora, para cada w € R,
p*(jw) es un punto en el plano complejo, sean p(w) y ¢(w), dos funciones
definidas como p(w) = Re[p*(jw)], ¢(w) = Im[p*(jw)].

Con esta definicion, tenemos

p*(jw) = p(w) + jg(w), Yw.

Ademss, 0(w) = Zp*(jw) = arctan[g(w)/p(w)]. Sea AP (#) que denota el
cambio neto en el argumento #(w), cuando w crece de 0 a oco. Entonces
podemos afirmar el siguiente lema [12]:

Lema 4.6. Sea p*(z) un polinomio real sin raices imaginarias. Entonces
AF(0) = So(@).

Demostracion. Supongamos que p*(z) tiene r raices en el semiplano derecho
y que p*(z) no tiene raices en el eje imaginario. En el semiplano derecho
construimos el semicirculo de radio R, con centro en el origen y consideremos
el dominio acotado C' por este semicirculo y el segmento del eje imaginario
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Figura 4.3: Dominio acotado C.

(Fig. 4.3). Para R suficientemente grande, todos los ceros de p*(z) con parte
real positiva se encuentran en este dominio. Si

n

P (z) =p [[(z = =),

i=1

con z; un cero de p*(z), entonces
Aarg[p*(z)] = Z Aarg|z — z).
i=1

Si el punto z; se encuentra dentro del dominio C, entonces A arg [z—z;] = 2.
Si se encuentra fuera del dominio, entonces, A arg [z — z;] = 0. Por lo tanto,
arg [p*(z)] se incrementa 2r7, cuando va en direccién positiva a lo largo del
contorno del dominio C'. Por otro lado, para analizar el incremento a lo largo
del semicirculo de radio R, cuando R — 0o, consideremos

() = ap2" + bo2" T+ a2 P b2 4
donde ag # 0, y la variable z, en su forma polar

. T T
R T <<l
e
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entonces ' ' '
p*(Reze) _ aoRnemﬁ + bORn—lez(n—l)G 4.

asi, para § = m/2 tenemos

c(n—1)m 1)7r

p*(Re") = agR"e's 4 byR" 'e 2 (4.8)

andlogamente, para § = —7/2 tenemos

p*(Re") = aqgR"e™"% + boR”’Ie’i(ngl)ﬁ (4.9)
reescribiendo la ecuacién (4.8)

. -1 -1
p*(Re) = agR™ |cos "7 | isen T} +boR"* | cos (n=Ur + isen (n=Dr
2 2 2 2

entonces

apR" sen X + boR" 's (”_21)” 4.
agR™ cos TF + by R"~1 cos (n 21) +---

arg[p*(Rew)b:g] = arctan

aplicando limite, cuando R — oo

; sen 2
lim arg[p *(Rele)b:g] = arctan 2 = nm

R—00 cos 7” 2

Analogamente tenemos que

Jim arglp*(Re®)lo——z] = — =~
Por lo tanto
) i : e nm nmw
i (arglp" (Re")lo—s] — arglp* (Be*)o——3)) = 5. — (="57) = .

Asi se tiene que
Ac arglp*(z)] = 2rm,

pero
Acarg[p™(z)] = Ay arglp™(2)] + Ag, arg[p*(2)],

donde Cyf es el semicirculo de radio R (recorrido en sentido positivo) y Cy
es la recta sobre el eje imaginario (recorrida en sentido positivo). Luego

2rm = nm + Ag- arg[p(2)]
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= Ac-arg[p’(2)] = 2rm —nw

= Agg arg[p”(2)] = nm — 2rr = (n — 2r)m.

Por lo tanto, el incremento de arg[p*(z)] a lo largo del eje imaginario, cuando
R — oo (n=1+r),es (I—r)m, asf se tiene que A>®_arg[p*(z)] = ATZ0(w) =
(I — r)m, por lo tanto, al variar w desde 0 hasta +o0, se tiene que

AF(0) = So ).

]

4.3. Generalizaciones del Teorema de Hermite-
Biehler: Ninguna raiz en el eje imagi-
nario

En esta seccién, nos enfocaremos en polinomios reales sin raices en el
eje imaginario y derivaremos dos generalizaciones del teorema de Hermite-

Biehler, desarrollando primero un procedimiento para determinar el cam-

bio de fase acumulada neta de un polinomio. Recordemos primero que para
cualquier w, el angulo fase de p*(jw), es dado por

q(w)
p(w)

0(w) = arctan

Por lo tanto, la razén de cambio de fase con respecto a la variable dada w,
esta dada por

df(w) 1 ¢ (wp(w) — p'(w)q(w)
do 14 ¢ (w)/p*(w) P (w)
_ {(Wpw) —p(w)q(w)
P (W) + (W)

(4.10)

Si p(w) y ¢(w) son conocidas para toda w, podemos integrar (4.10), para
obtener la fase acumulada neta. Sin embargo, para calcular la acumulacion
neta de la fase, para todo w, no es necesario conocer en forma precisa la
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razén de cambio de fase en cada w. Esto es porque cada vez que la grafica
polar p*(jw) hace una transicién del eje real al eje imaginario o viceversa,
puede haber a lo mas un cambio de fase neto de /2 radianes. El signo real
del cambio de fase puede ser determinado examinando (4.10), en el cruce del
eje real 6 imaginario de la gréafica de p*(jw). Ya que en el cruce del eje real
6 imaginario, uno de los dos términos en el numerador de (4.10) se anula, y el
denominador es siempre positivo, la determinacion efectiva del signo cambio
de fase es aiin mas simple.

Ahora, para cualquier polinomio p*(z) de grado mayor 6 igual que uno, la
parte real 6 imaginaria 6 ambas de p*(jw), llega a ser infinitamente grande
cuando w — £ oo. Sin embargo, si deseamos contar la acumulacién de fase
total en multiplos enteros del cruzamiento de ejes, es imprescindible que la
grafica se aproxime al eje real o imaginario, cuando w — + oco. Para lograr
esto, podemos normalizar la grafica de p*(z), escalandola con 1/ f(w), donde
fw) = (1 +w?)™2 Ya que f(w) no tiene raices reales, este escalamiento
asegurard que la grdfica normalizada p}(jw) = ps(w) + jgr(w), realmente
intersecta el eje real 6 imaginario en 4 co, mientras que al mismo tiempo,
deja sin cambios los valores w finitos en los cuales p*(jw) intersecta el eje
real e imaginario.

Pijw) = pr(w) + jarlw) = % + j%.

El siguiente desarrollo en este capitulo hace uso de la grafica normalizada,
para la determinacion del cambio de fase neto acumulado, cuando w varia de
0 a oo, la grafica normalizada es andloga a la gréfica de Mikhailov [32], para
polinomios Hurwitz.

Como en la seccién 4.2, consideremos un polinomio p*(jw) de grado n,

p*<Z> = Po +plz+p222+"'+pnfzn7 Di GR, i:O717"-7n7 pn#oy

tal que, p*(jw) # 0, Yw € (—00, +00).
Sean p(w),q(w), pr(w), ¢r(w), ya definidas y sean

O=wy<w; <wgy <+ < Wnpo1

los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de ¢f(w) con multiplicidad
: 1
impar.

1La funcién ¢ #(w), no cambia de signo mientras pasa a través de un cero real de multi-
plicidad par, ya que tales ceros pueden saltarse mientras se cuenta la fase de acumulaciéon
neta.
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También definamos w,, = -+o0.
Entonces podemos hacer las siguientes observaciones:

1. Si w;, wit1 son ambos ceros de ¢f(w) entonces:
. m
AZ(0) = 3 [senlpr(wi)] = senlps(wira)]] - senlgr(w )] (4.11)

2. Si w; es un cero de ¢f(w), mientras que w;+1 = +00 no es un cero de
¢f(w) vy wit1 es un cero de pr(w), ademas de que n impar, entonces:

Az (0) = Ssgnlpy(w)] - senlgs (), (412)

3. Parat=0,1,2,....m — 2.
sgn[qr(wiy)] = —sgn[gr(w;)]. (4.13)

La ecuacién (4.11) es obvia, mientras que la ecuacién (4.13) simplemente
establece que ¢f(w) cambia de signo cuando este pasa a través de un cero
de multiplicidad impar. La ecuacién (4.12), por otro lado, puede ser directa-
mente trazada de la ec. (4.10).

Usando (4.13) repetidamente, obtenemos:

senfgp(wH)] = (=)™ " - sgnlgp(wt )], i=0,1,...,m—1. (4.14)

Sustituyendo (4.14) en (4.11), vemos que si w;, w;4+1 son ambos ceros de gf(w),
entonces:

AL (0) = g [sgnlps(w;i)] — sgnlps(wisn)]]- (—=1)™ ' sgnlgr(wih_1)]. (4.15)

Las observaciones anteriores nos permiten formular y demostrar el teorema
siguiente acerca de o(p*).

Teorema 4.7. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, sin raices en el eje
imaginario, i.e., la grdafica normalizada p}i(jw) no pasa a través del origen.
Sean 0 = wy < w1 <wsy < +++ < wpy_q los ceros finitos, reales, distintos y no
negativos de qf(w) con multiplicidad impar. También def inamos w,, = oo.
Entonces

( {sgnlps(wo)] — 2 sgupy(wi)] + 2 sgulpy(wo)] + -+ + (=1)" 7
x2 sgn[py(wm-1)] + (=1)"sgn[py(wn)]} - (1)

o(p*) = xsgn[g(oco)]  sin es par,

{senlps(wo)] — 2 sgnlpy(wi)] + 2 sgnlpy(w)] + -+ + (=)

[ X2 sgn[ps(wm-1)]} - (—1)" 'sgnlg(o0)]  sin es impar.
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(4.16)

Demostracion. Supongamos que n es par, ademas w,, = oo es un cero de
¢f(w). Calculamos el cambio neto en el argumento (w), cuando w crece
desde 0 a oco. Asi

AF(6) = A2(0) + AZ() + -+ A2, 0

Wm—1
utilizando repetidamente la ecuacién (4.15), el lema 4.6 y tomando en cuenta
que sgnlgy(w;,_1)] = sgn[g(o0)], tenemos que
T

AF(O) = 3 [senlpswo)] — senlps(wn)]] (=1)" - senlg(o0)] +

2

7 [senlps(wm)] = senfps (wn)]] (—1)° - sgnfg(c0)].

7r i
+ 5 [sgnlp(wi)] — sgnlpy(ws)]] (=1)™* - sgn[g(c0)] + -+ +
m
+
ya que A§°(#) = Fo(p*), entonces se tiene la primera expresién del teorema.

Ahora consideremos el caso en el cual n es impar, entonces, w,, = 00 no
es un cero de gs(w). Asi, usando (4.15) y (4.12)

AF(0) = SO ASI(6) + AT, (0)
= 3 2 sl )] —snlpgCeon ) - (1) sgnlgy ()
+ gsgn[pf(wm_ﬁ] -sgn[gs(wn,_y)]- (4.17)

Aplicando el lema 4.6 y utilizando que sgn[gs(w;_;)] = sgn[g(c0)], se tiene
la expresién deseada, por lo tanto, el teorema es demostrado. Il

Ahora damos el resultado anédlogo al Teorema 4.7, usando los valores de
las variables donde pj (jw) cruza el eje imaginario, sean

O<w) <wg <o+ < W1

los ceros finitos, reales, distintos y no negativos de ps(w) con multiplicidad
impar. También definamos w,, = 0oy wg = 0.

Para la demostracién del teorema siguiente utilizaremos las siguientes
observaciones:
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1. Siw; y wiy1 son ambos ceros de pr(w), entonces tenemos que:

AZTH(0) = g [sgnqf(w)] — senfgs(wirt)]] - sgnlps(w;)].  (4.18)

2. Si w; es un cero de ps(w) y wi+1 no es un cero de ps(w), esto cuando
wit1 = 00 es un cero de gf(w) y n es par, entonces tenemos que:

Az(68) = Zsgnlas(w)] -sgnlps ()] (4.19)

3. Siw; no es un cero de ps(w) y wiy1 es un cero de pr(w), esto es, cuando
wo = 0 es un cero de gf(w), entonces tenemos que:

Az (0) = —senlap(win)] - selpr ()] (4.20)

4. Parai1=1,2,...,m — 2.
sgn[ps(wizy)] = —sgn[ps(w;)]. (4.21)
Es facil de verificar la ecuacién (4.18), la ecuacién (4.21) afirma que pg(w)
cambia de signo cuando este pasa a través de un cero de multiplicidad impar.

Las ecuaciones (4.19) y (4.20) son trazadas de la ec. (4.18).
Usando la ecuacién (4.21) repetidamente, obtenemos que:

sgulps(w;)] = (=)™ sgnlpy(wy, )], i=1,.. om =1 (4.22)

Sustituyendo la ec. (4.22) en (4.18), tenemos que si w; y w;11 son ambos ceros
de py(w), entonces:

AZH(0) = g [sgn(qr(w;)] — sgnlgp(wipr)]] - (=1)" " sgnlps(w,,_)]. (4.23)
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Teorema 4.8. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, sin raices en el eje
imaginario, i.e., la grdafica normalizada p}(jw), no pasa a través del origen.
Sean 0 < w1 < we < -+ < Wy los ceros finitos, reales, distintos y no
negativos de pp(w) con multiplicidad impar. También def inimos w,, = oo.
Entonces

—{2 sgn[gs(w1)] — 2 sgngp(w2)] + - + (=1)™?
x2 sgnlqs(wm-1)]} - (=1)"sgn[p(c0)]  si n es par,
7= g2 senls(n)] — 2 sgnlgp ()] + - + (—1)2

x2 sgn[q(Wm-1)] + (=1)™ 1Sgn[qf(wm)]} (=™
| xsgn[p(co)] sin es impar.

(4.24)

Demostracion. Supongamos que n es par, asi w,, = 0o es un cero de g(w),
calculamos el cambio neto en el argumento 6(w), cuando w crece desde 0 a
0o. Por lo tanto

AF(0) = AZ(0) + A“”(G) +AL,(0),

Wm—1

— Awl + Z sz+1 + AZO . (0)7

utilizando las ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.23) obtenemos que

A3 (6) = —5senla ()] - sgnlpy(wn )] +

—2

3

+ m—1—1

[senlgs(wi)] = sgnlgr(wi)]] - (=1)"""sgnpy(w,—1)] +

N

1

+ 5sgng (Wm-1)] - (—1)"sgn[ps(w,, 1)),

wlﬁﬁ

del lema 4.6 se tiene que, AF(0) = Jo(p*), ademds, como sgn[py(w,, ;)] =
—sgn[p(o0)], entonces tenemos que

o(p") = —{2 sgnlgs(w1)] — 2 sgnlgs(wa)] + - + (=1)"7
x 2 sgngy(wm-1)]} - (=1)"sgn[p(c0)],

asi se tiene la primera expresion del teorema 4.8. Ahora consideremos el caso
en el cual n es impar, ademés w,, = 0o es un cero de ps(w), calculamos el
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cambio neto en el argumento #(w), cuando w crece desde 0 a oo, entonces

AF(0) = AN (0) + A2 (0) +--- + A (0),

Wm—1

utilizando las ecuaciones (4.19), (4.23), el lema 4.6 y tomando en cuenta que

sgn[ps(w,,_1)] = —sgn[p(oco)], entonces tenemos que
AF(0) = 5 [=seulas(w)]] (~1)" - sgulp(s0)] +
+ 5 senfay(wn)] — sanlap(@n)]] (~1)"" -senlp(o0)] + - -+ +
+ g [sgnlgs(wm—1)] — sgnlgr(wn)]] (=1)" - sgn[p(c0)].

Ya que AF(0) = Fo(p*), entonces

o(p*) = —{2 sgng(w1)] — 2 sgnlgs(wa)] + - + (=1)™?
X 2 sgnlay (wm-1)] + (—1)" sgalg (@]} - (—1)"
x sgn[p(co)],

asi se obtiene la segunda expresion del teorema 4.8. ]

Observacion 4.9. Los Teoremas 4.7 y 4.8, esencialmente generalizan el
Lema 4.2, partes (ii) y (iii) para polinomios no necesariamente Hurwitz. Es
en este sentido que los Teoremas 4.7 y 4.8 son generalizaciones del Teorema
de Hermite-Biehler.

4.4. El Teorema de Hermite-Biehler genera-
lizado: Ninguna raiz en el origen

En esta seccién extenderemos los Teoremas 4.7 y 4.8, ahora p*(z) puede
tener raices imaginarias distintas de cero. Los Teoremas 4.10 y 4.11 muestran
que las expresiones en las afirmaciones de los Teoremas 4.7 y 4.8 son todavia
validas para este caso.

Teorema 4.10. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, sin raices en el

ortgen. Sean 0 = wy < wy < Wy < +++ < Wy,—1 los ceros finitos, reales, dis-
tintos y no negativos de qr(w) con multiplicidad impar. También def inamos
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Wy, = 00. Entonces

( {sgnlps(wo)] — 2 sgnlpy(wi)] + 2 sgnfps(wa)] + -+ + (1)
X2 Sgn[pngm D]+ (=1)"sgnps(wm)]} - (1)

xsgnlg(oco)]  simes par,

{sgn(ps(wo)] — 2 sgnlpy(wi)] + 2 sgnlps(w)] + -+ - + (=)™
| X2 sgn[py(wm—1)]} - (—1)™ 'sgnlg(oo)]  si n es impar.

(4.25)

Demostracion. Ahora el polinomio p*(z) puede ser factorizado de la siguiente

manera
P*(2) = po(2) pe(2) pr(2),

donde p%(z) contiene todas las raices imaginarias de p*(z) con multiplicidad

impar, p%(z) contiene todas las raices imaginarias de p*(z) con multiplicidad

par y ps(z) no tiene raices imaginarias. Asi, pi(z) y pi(z) son de la siguiente

forma

py(2) = H(Z2 + ai)ni";aio >0, n, 20, n;,es impar y a; < az <---
to

pe(z) = H(22 + B2)™, Bi, > 0,m4, > 0, ny, es par.
le
La prueba se realizara en dos pasos. Primero mostraremos que multiplicando
pr(2) por pi(2) la expresion (4.16) sigue siendo vélida. Después usaremos un

argumento inductivo para mostrar que multiplicando p%(z)p?(z) por pj(z)
tampoco afecta (4.16). Paso I: Definimos

po(2) = pi(2)pr(2)
= H(z2+ ) epn(2). (4.26)

Por demostrar que pj(z) satisface (4.25). Ahora definimos
pr(jw) = p*(w) + jq* (w),
po(jw) = po(w) + jgo(w),

asi que p*(w), po(w), ¢*(w) y go(w) estan relacionados por

po(w) = [ (B = w?)ep®(w), (4.27)

le

86



w(w) = [J(8 - w?)eq (). (1.28)
le
Sean 0 = wy < w1 < wy < +++ < w1 los distintos ceros finitos de q}(w),
reales, no negativos con multiplicidad impar. También definamos w,, = oo.
Primero supongamos que p?(z) es de grado par. Entonces, del Teorema 4.7
tenemos que

a(p?) = {sen[p}(wo)] — 2 sgn[pj(wi)] + 2 sgn[pf(ws)] + -+ + (1)
x 2 sgn[p}(wm—1)] + (=1)"sgn[p}(wm)]} - (—1)" 'sgnlg*(c0)].
De la ecuacién (4.28) se sigue que los w;,i = 0,1,...,m — 1 son ademés de

reales, no negativos, también distintos ceros finitos de go,(w), con multipli-
cidad impar, de las ecuaciones (4.27) y (4.28) tenemos que

sgn[p}(wi)] = sgn[po, (wi)], para i=0,1,...,m, (4.29)
sgng®(o0)] = sgnlgo(c0)]. (4.30)
Por lo tanto, se tiene que o(p}) = o(p?), asi la primera expresién de (4.25) es

verdadera para p(z) de grado par. Ahora supongamos que p?(z) es de grado
impar, del Teorema 4.7 tenemos que

a(py) = {sgnp}(wo)] — 2 sgulpj(wi)] + 2 sgn[pf(wz)] + -~ + (1)
x 2 sgn[pj(wm-1)]} - (1) 'sgnlg*(c0)].

De la ecuacién (4.28) se tiene que los w;, i = 0,1,...,m — 1 son ademés de
reales, no negativos, también distintos ceros finitos de g, (w), con multipli-
cidad impar, de las ecuaciones (4.29) y (4.30) se obtiene que o(p}) = o(p!),
por lo tanto, (4.25) se cumple para pj(z) de grado impar. Asi, p§(z) satisface

el teorema 4.10.
Paso II: Prueba por Induccion: Sea j = 1 y consideremos

pi(z) = (2 + o))" 112+ 80 ) i (2)

= (22 + a2)"pi(2). (4.31)

Ahora definamos
pijw) = pr(w) + jq(w)

asi que p;(w), po(w), ¢1(w) ¥ go(w) estén relacionados por:
pi(w) = (af = w?)"po(w), (4.32)
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ni(w) = (af — )" go(w). (4.33)
Sean 0 = wp < w1 < wa < -+ < Wy,_1 reales, no negativos, los distintos ceros
finitos de go,(w) con multiplicidad impar. También definamos w,, = oo.
Primero supongamos que pj(z) tiene de grado par. Entonces del Paso I,
tenemos que

o(py) = {senlpo,(wo)] — 2 sgn[po, (w1)] + 2 sgnpo, (wo)] + - + (=)™
x 2 sgn[po, (wm-1)] + (=1)"sgn[po, (wm)]}
x (—1)™ 'sgn(go(c0)]. (4.34)

De la ecuacién (4.33) se tiene que los w;,7 = 0,1,...,m — 1; ay son ademds
de reales, no negativos, también distintos ceros finitos de ¢;,(w) con multi-
plicidad impar, ademés w; < oy < w41, para algun [ menor o igual a m — 1,
de las ecuaciones (4.32) y (4.33) tenemos que

sgn[po, (wi)] = sgn[p1; (wi)], i=0,1,...,1, (4.35)
sgn[po, (wi)] = —sgn[plf(wz)] i=l+1,1+2,...,m, (4.36)
sgn(pi;(a1)] = (4.37)
sgn[qo(o0)] = —Sgn[ql( )] (4.38)

Asi tenemos que o(p}) = o(pg), usando las ecuaciones (4.34) - (4.38), obte-
nemos que

o(pi) = {sgn[pi,(wo)] — 2 sgn[p, (w1)] + 2 sgnlps, (w2)]
+oo 4 (=) 2 sgnfpr, (w)] + (=112 sgnpy ()] + (-1)
x 2 sgn(py (wier)] + -+ (=1)"2 sgnfpy, (win-1)] + (=1)"*
X sgn[p, (wm)]} - (=1)"sgngi(o0)],
lo cual muestra que la primera expresién de (4.25) es verdadera para pi(z)

de grado par. Ahora supongamos que pg(z) es de grado impar, del Paso I
tenemos que

a(py) = {senlpo,(wo)] — 2 sgnlpo, (wi)] + 2 sgnlpo, (w2)] + -~ + (=1)"
x 2 sgnpo, (wm-1)]} - (=1)" 'sgn[go(00)]. (4.39)
De la ecuacion (4.33) se tiene que los w;, i = 0,1,...,m—1; ay son ademds de

reales, no negativos, también distintos ceros finitos de ¢;,(w) con multiplici-
dad impar, ademds w; < a1 < wyy1, para algiin [ menor o igual a m—1, de las
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ecuaciones (4.35) - (4.38) tenemos que o(p}) = o(p;), asi de la ecuacién (4.39)
tenemos que

o(py) = {sen[pi, (wo)] — 2 sgn[p, (w1)] + 2 sgn[p1, (wa)]
+ oo (=)' 2 sgafpa (w)] + (=1)712 sgnfpy ()] + (=1)
x 2 sgulpy (wir)] + -+ + (=1)"2 sgnpy, (Win-1)]} - (=1)"sgng1 (c0)],
lo cual muestra que la segunda expresién de (4.25) es verdadera para pi(z)
de grado impar. Esto completa la prueba del primer paso del argumento de
induccion.
Ahora sea j = k y consideremos

k

pi(z) = [T +ad)me [1G + 82)mni(2): (4.40)

to=1 e

Supongamos que (4.25) es verdadera para pj(z) (Hipétesis de induccién).
Entonces

k+1

Dim(2) = [T +ad)me [](2 + 82 pi(2)

io=1 e
= (2% + o))"y (2). (4.41)
Ahora definimos
pi(jw) = pr(w) + jar(w),
p;:+1 (]W> = Pk+1 (w) + ij—l-l(w)u

asi que pry1(w), pr(w), gri1(w) v qr(w) estén relacionados por las ecuaciones

P (W) = (@G — )" (), (4.42)
Qo1 (W) = (afyy — )" g (w). (4.43)
Sean 0 = wy < wy < wg < --+ < wy,_1 reales, no negativos, los distintos ceros
finitos de gx,(w) con multiplicidad impar. También definamos w,, = ooc.

Primero supongamos que pj(z) es de grado par. Entonces de la hipdtesis de
inducciéon tenemos que

a(py) = {senlpk, (wo)] — 2 sgn[px, (wi)] + 2 sgn[py, (wa)] + -+ + (1)
x 2 sgn[pr, (Wm-1)] + (=1)"sgn[pk, (wWm)]}
X (—1)m_1sgn[qk(oo)]. (4.44)
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Ahora, de (4.43) se sigue que los w;, i = 0,1,...,m — 1; gy son ademas
de reales, no negativos, también distintos ceros finitos de gz f(w), con mul-
tiplicidad impar, ademés supongamos que w; < a1 < wii1, de las ecua-
ciones (4.42) y (4.43) tenemos que

sgn[p, (wi)] = sgnprr1, (wi)], i=0,1,...,1, (4.45)

senlpr, (wi)] = —sgnlpesr, (wi)],  i=1+1,0142,...,m, (4.46)

Sgn[pk—Hf (ak—i-l)] = 07 (447)
sgn[qi(00)] = —sgn[gr+1(0)]. (4.48)

Asi tenemos que o(pj,,) = o(p;), usando las ecuaciones (4.44) - (4.48),

resulta que

0(Pr+1) = {sen[prs1,(wo)] — 2 sgnprr1, (w1)] + 2 sgnpri1, (wo)]
o (—1)2 sgn[pry1, (wi)] + (—1)H
X 2 sgn[pr1, (ap)] + (=172 2 sgnlpra, (i) + -+ + (=)™
X 2 8g0[Pry1, (Win—1)] + (—1)m*t
X sgn[pri1, (wm)]} - (—1)"sgn|gr+1(c0)],
lo cual muestra que la primera expresién de (4.25) es verdadera para py_ ()

de grado par. Ahora supongamos supongamos que pj(z) es de grado impar,
de la hipétesis de induccion tenemos que

o(pr) = {sgnlpk, (wo)] — 2 sgnlpx, (w)] + 2 sgnpy, (w2)] + -+ + (=1)"
x 2 sgnpy, (Wn—1)]} - (=1)" "sgn[gx(c0)]. (4.49)
De la ecuacién (4.43) se tiene que los wj;,i = 0,1,...,m — 1; g1 son

ademds de reales, no negativos, también distintos ceros finitos de qxy1, (w),
con multiplicidad impar, ademas supongamos que w; < api1 < Wiy, de
las ecuaciones (4.45) - (4.48) resulta que o(p; ;) = o(pj), ademds, de la
ecuacién (4.49) obtenemos que

0(Pry1) = {sgn[prr1, (wo)] — 2 sgn[prya, (wi)] + 2 sgnlpri1, (wo)]
+ o4 (1) 2 sgnfppga, (wi)] + (1)
X 2 sgn[pr1, ()] + (=122 sgnlpryr, (wipa)] + -+ (1)
X 2 sgn[pri1, (Wim—1)]} - (—1)"sgn(gx+1(00)],
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lo cual también muestra que la segunda expresién de (4.25) es verdadera
para p; ,(2) de grado impar. Esto completa el argumento de induccién, y
por lo tanto, la prueba del teorema. O

A continuacién presentamos el resultado andlogo al Teorema 4.10, con-
cerniente a ps(w.)

Teorema 4.11. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, sin raices en el
origen. Sean 0 < wy; < wy < +++ < w1 los ceros finitos, reales, distintos y
no negativos de pr(w), con multiplicidad impar. También def inimos wy,, = .
Entonces

—{2 sgnfgs(w1)] — 2 sgn[gs(wa)] + -+ -+ (=1)™2
x2sgn|qp(wm—1)]} (=1)™
xsgn[p(oco)]  si n es par,

—{2sgn[qf(w1)] — 2 sgngs(wa)] + -+ + (=1)"?
x2 sgn[qr(wm-1)] + (—1)" ' sgngg(wm)]} - (=1)™
| xsgn[p(co)]  sin es impar.

(4.50)

Demostracion. El polinomio p*(z) puede ser factorizado de la siguiente ma-
nera

p(z) = po(2) pe(2) pp(2),

donde los polinomios p%(z), pi(z) vy p(z) tienen la misma expresiéon que

la presentada en la demostracion del teorema anterior, la prueba de este

teorema sigue la misma linea que la del teorema anterior y utilizaremos el

Teorema 4.8. Primero mostraremos que multiplicando p?(z) por pi(z) la ex-

presion (4.24) sigue siendo valida. Después usaremos un argumento inductivo

para mostrar que multiplicando p’(z)p?(z) por pj(z) tampoco afecta (4.24).
Paso I: Definimos

po(z) = pr(2)ph(2)

= [[+82)mpi(2). (4.51)

Por demostrar que pjj(z) satisface (4.50). Ahora definimos
pr(jw) = p*(w) +jq* (w),
poljw) = po(w) + jao(w),
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asi que p*(w), po(w), ¢*(w) v qo(w) estan relacionados por

po(w) = H( 2 — w?)ep®(w), (4.52)

w(w) =82 - w*)"eq®(w). (4.53)
Sean 0 < w; < wg < +++ < w1 los distintos ceros finitos de p}(w), reales,
no negativos con multiplicidad impar, también definamos w,, = oo. Primero

supongamos que p?(z) es de grado par. Entonces, del Teorema 4.8 tenemos
que

a(py) = —{2 sgngf(wi)] — 2 sgnlg}(ws)] + -+ + (=1)" 7
x 2 sgn[qf(wm-1)]} - (—1)"sgn[p®(c0)].
De la ecuacién (4.52) se sigue que los w;,i = 1,2,...,m — 1 son ademés de

reales, no negativos, también distintos ceros finitos de po,(w), con multipli-
cidad impar, de las ecuaciones (4.52) y (4.53) tenemos que

sgn(q}(w;)] = sgnlqo, (wi)], para i=1,2,...,m—1, (4.54)
sgn[p®(co)] = sgn[po(c0)]. (4.55)
Por lo tanto, se tiene que o(p}) = o(p?), asi la primera expresién de (4.50) es

verdadera para pf(z) de grado par. Ahora supongamos que p?(z) es de grado
impar, del Teorema 4.8 tenemos que

a(p) = —{2 sgnlq}(w1)] — 2 sgngf(wa)] + -+ + (=1)"7
x 2 sgn[q} (wim-1)] + (1) 'sgnlgj (wn)]} - (—1)"sgn[p*(c0)].

De la ecuacién (4.52) se tiene que los w;,i = 1,2,...,m — 1 son ademéds de
reales, no negativos, también distintos ceros finitos de po,(w), con multipli-
cidad impar, de las ecuaciones (4.54) y (4.55) se obtiene que o(p}) = o(p?),
por lo tanto, (4.50) también se cumple para p§(z) de grado impar. Asi, pi(2)
satisface el teorema 4.11.

Paso II: Prueba por Induccion: Sea j = 1 y consideremos

pi(z) = (Z+ o))" [[(2* + B82)"pi(2)

28

— (24 ad)"pi(2). (4.56)
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Ahora definimos
pijw) = pr1(w) +jq(w)

asi que, p1(w), po(w), ¢1(w) v qo(w) estan relacionados por:

pi(w) = (af = )" po(w), (4.57)
q1(w) = (o — w*)"go(w). (4.58)
Sean 0 < wy; < wy < -+ < wy,_1 reales, no negativos, distintos ceros finitos

de po,(w) con multiplicidad impar. También definamos w,, = oo. Primero
supongamos que pj(z) tiene de grado par. Entonces del Paso I, tenemos que

o(py) = —{2sgnlgo, (w1)] — 2 sgngo, (w2)] + -+ + (=1)™?
x 2 sgn[qo, (Wnm-1)]} - (—1)"sgn[po(c0)]. (4.59)
De la ecuacién (4.57) se tiene que los w;, i = 1,2,...,m — 1; oy son ademds

de reales, no negativos, también distintos ceros finitos de p; f(w) con multi-
plicidad impar, ademas w; < a; < wyi1, para algin [ menor o igual a m — 1,
de las ecuaciones (4.57) y (4.58) tenemos que

sgn(qo, (wi)] = sgn[q1, (wi)], i=1,2,...,1, (4.60)
sgn(qo, (wi)] = —sgn[q, (wi)], i=1l+1,1+2,...,m—1, (4.61)
sgn[qlf(al)] =0, (4.62)
sgn[po(o0)] = —sgn[p1(c0)]. (4.63)

Asi tenemos que o(p}) = o(p§), usando las ecuaciones (4.59) - (4.63), obte-
nemos que

o(py) = —{2 sgnlqr, (w1)] — 2 sgnfqr, (wa)] + - + (1) 2 sgngy, (w)] +
+(=1)"™""2 sgngr ()] + (1) x 2 sgnfgr, (wisr)] + - +
+(=1)"""2 sgnfqr, (wm-1)]} - (=1)" sgn[ps(o0))],

lo cual muestra que la primera expresion de (4.50) es verdadera para pj(z)

de grado par. Ahora supongamos que pf(z) tiene de grado impar, del Paso I
tenemos que

a(py) = —{2senlgo, (w1)] — 2 sgngo, (wo)] + -+ 4 (=1)"
x 2 sgnqo, (Wm-1)] + (-Umflsgn[%f (wm)]} -
- (—1)™sgn[po(c0)]. (4.64)
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De la ecuacion (4.57) se tiene que los w;,i = 1,2,...,m—1; a1 son ademas de
reales, no negativos, también distintos ceros finitos de p; f(w) con multiplici-
dad impar, ademas w; < a; < w11, para algin [ menor o igual a m—1, de las
ecuaciones (4.60) - (4.63) tenemos que o(p}) = o(py), asi de la ecuacién (4.64)
tenemos que

o(p}) = —{2 sgnqr, (w1)] — 2 sgngr, (w2)] + - -+ + (=1)" 2 sgngr, (w;)] +
+ (=12 sgnfqr, ()] + (—1)"* x 2 sgngr, (wig1)] + -+ +
+(—=1)""2 sgnfq, (wm—1)] + (=1)"sgngr, (wm)]} - (=1)"*sgn[p(c0)],

lo cual muestra que la segunda expresién de (4.50) es verdadera para pi(z)
de grado impar. Esto completa la prueba del primer paso del argumento de
induccién.

Ahora sea j = k y consideremos

k

pi(z) = [T +ad)me [1G + 82)mni(2)- (4.65)

io=1 e
Supongamos que (4.50) es verdadera para pj(z) (Hipdtesis de induccién).
Entonces

k+1
pia(z) =[]+ ol T[> + 82)"pi(2)
io=1 le
= (22 + i) " pi(2), (4.66)

Ahora definimos

pr(jw) = pr(w) + jar(w),
D1 (Jw) = Pr1 (W) + J i1 (w),

asi que pry1(w), pr(w), @ri1(w) ¥ gr(w) estén relacionados por las ecuaciones

Per1(w) = (ajyy — W)™ pp(w), (4.67)
G (W) = (Qfy — )" gy (w). (4.68)
Sean 0 < w; < wy < --- < w,,_1 reales, no negativos, los distintos ceros
finitos de p,(w) con multiplicidad impar. También definamos w,, = oo.
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Primero supongamos que p;(z) es de grado par. Entonces de la hipdtesis de
induccién tenemos que

o(pi) = —{2 sgulge, (w1)] — 2 sgulge, (wa)] + -+ (~1)"2
x 2 sgnlge, (wn-1)]} - (—1)"sgnlpe(00)]. (4.69)

Ahora, de (4.67) se sigue que los w;, 7 = 1,2,...,m — 1; gy son ademds
de reales, no negativos, también distintos ceros finitos de pj11,(w), con mul-
tiplicidad impar, ademas supongamos que w; < agy1 < w1, de las ecua-
ciones (4.67) y (4.68) tenemos que

sgn(qr, (wi)] = sgn[grs1, (wi)], i=1,2,...,1, (4.70)
sgnfgr, (wi)] = —sgnlgerr, (w)],  i=1+11+2,....,m, (471)
sgn(qrr1, (ars1)] = 0, (4.72)
sgn[py(00)] = —sgn(py41(c0)]. (4.73)

Asi tenemos que o(pj,,) = o(p;), usando las ecuaciones (4.69) - (4.73),
resulta que

o (Pr1) = —1{2 sgn[grr1, (wi)] — 2 sgn[grr1, (w2)]

+o b (=1 2 sgnfgre, (@) + (1)
G, ()] + (—1)72 2 sgnqre, (wipr)] + -+ + (=1)™
Grr1, (Wm-1)]} - (1) sgn[pgia(c0)],

X 2 sgn -1

— —

X 2 sgn

lo cual muestra que la primera expresién de (4.50) es verdadera para pj (%)
de grado par. Ahora supongamos que pj(z) es de grado impar, de la hipdtesis
de induccion tenemos que

o(pi) = —{2 sgnge, (w1)] — 2 sgnqe, (wa)] + - 4+ (1)
x 2 sgn[qr, (Wm—1)] + (—1)m_18gn[9kf (wm)]}
X (—1)"sgn[px(c0)]. (4.74)

De la ecuacién (4.67) se tiene que los w;, i = 1,2, ..., m—1; agy1 son ademds
de reales, no negativos, también distintos ceros finitos de pry1,(w), con mul-
tiplicidad impar, ademéas supongamos que w; < agy1 < w1, de las ecua-
ciones (4.70) - (4.73) resulta que o(p;,,) = o(p}), asi, de la ecuacién (4.74)
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obtenemos que

0(Pry1) = —{2 sgnlgrs1, (w1)] — 2 sgnfgrs1, (w2)]
44 (=1)12 sgn(qrr1, (wi)] + (=1t
x 2 sgnlqpr1, (k)] + (_1)l+2 2 sgn[qe1, (W) + - + (=™t
X 2 sgn|

lo cual también muestra que la segunda expresion de (4.50) es verdadera
para p;_,(z) de grado impar, esto completa la prueba del teorema. Il

4.5. El Teorema de Hermite-Biehler genera-
lizado: Ninguna restriccion en la locali-
zacion de raices

En esta seccién proporcionamos un refinamiento del Teorema 4.10, donde
la presencia de raices de p*(z) en el origen puede ser admitida.

Teorema 4.12. Sea p*(z) un polinomio real de grado n, con una raiz en
el origen de multiplicidad k. Sean 0 < w1 < wy < -+ < Wy_1 l0S ceros

finitos, reales, distintos, positivos de qf(w) con multiplicidad impar. Tam-
k

bién definimos wy = 0, wy,, = oo y denotamos p* (wy) = ﬂ[p(w)ﬂwzwo.
w
Entonces

( {sgnp™®(wo)] — 2 sgnpy(wi)] + 2 sgnlpy(ws)] + -+ + (1)

x2 sgn[p(wm_1)] + (=1)™sgn[ps(wmn)]} - (=1)™!
xsgn[q(oo)]  si n es par,

{sgn[p™ (wo)] — 2 sgnlpy(wi)] + 2 sgnlpy(wa)] + -+ + (1)
x2 sgnps(wm-1)]} - (=1)™!
| xsgnlg(o0)] sin es impar.

(4.75)

Demostracion. El polinomio p*(z) puede ser expresado de la siguiente manera

p(2) = 2/ (2),
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donde p/(2) es un polinomio real de grado n’, sin raices en el origen. Definimos

P (jw) =p*(w) + j¢* (w) Y p(jw) = p(w) + jq(w),

donde
wip®(w) + jwhq® (w) para k = 4l
“(jw) = Wi g (W) + jwtip®*(w) para k =4l + 1
p ]W> - _w4l+2 o(w) ( 4l+2qo(w)) para k = 4] + 2

W3¢ (w) + j(—w¥3p*(w))  para k=4l + 3
Para k =4[, tenemos que
P (jw) = Pt (w) + jw'le" (W),
primero supongamos que 1’ es par, entonces del teorema 4.10 tenemos que

o(p') = {sgn[p}(wo)] — 2 sgn[p}(wi)] + 2 sgn[p}(w2)] + ... + (=)™
x 2 sgn[p(wim—1)] + (=1)"sgn[p}(wm)]} - (1)
x sgn[q®(oc0)], (4.76)

donde los w;, con 0 = wy < Wy < wy < - -+ < wy,_1 son reales, no negativos, los
distintos ceros finitos de ¢} (w), con multiplicidad impar, también definimos
Wy, = 00. Ya que

p(w) = w" p*(w), p(wo) = (41)! p*(wo)

entonces tenemos que

sgn[p™ (wo)] = sgn[p}(wo)), (4.77)
sgn[py(w;)] = sgnlp}(wi)], i =1,2,...,m, (4.78)
sgnfq(co)] = sgnlg®(c0)]. (4.79)

Ya que n’ es par y k = 4l entonces n es par, usando las ecuaciones (4.76) -
(4.79), tenemos que o(p') = o(p*), donde
o(p") = {sgnlp™ (wo)] — 2 sgups(wi)] + 2 sgnlp(ws)] + ... + (1)

x 2 sgn[ps(wmn-1)] + (=1)"sgn[ps(wn)]} - (=)™
xsgn[g(oo)], (4.80)
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lo cual muestra que la primera expresién de (4.75) se tiene para p*(z) de
grado par. Ahora supongamos que n’ es impar, del teorema 4.10 tenemos
que

o(p') = {sgn[p}(wo)] — 2 sgn[p}(wi)] + 2 sgn[pf(ws)] + ... + (=1)"!
x 2 sgn[p}(wm-1)]} - (=1)™ 'sgn[g®(c0)], (4.81)

ya que n’ es impar y k = 4l entonces n es impar, usando las ecuaciones (4.77)
- (4.79) y (4.81), tenemos que

o(p) = {sgn[p™ (wo)] — 2 sgu[ps(wi)] + 2 sgulp(ws)] + ... + (1)
x 2 sgnfps(wm-1)]} - (=1)™ 'sgn[g(c0)], (4.82)
por lo tanto, el teorema es verdadero para k = 41.
Para k = 41 + 1, tenemos que

4l+1 o( ) 4141 o(

p*(jw) = +jw w),

supongamos que n’ es par, entonces del teorema 4.11 tenemos que
o(p) = —{2 sgnlg}(w)] — 2 sgnlgf(wa)] + ... + (=1)"?
x 2 sgn[q}(wm-1)]} - (—1)"sgn[p*(o0)], (4.83)

donde los w;, con 0 < w; < wy < -+ < wy,_1, son reales, no negativos, los
distintos ceros finitos de p}(w), con multiplicidad impar, ademds sea wy := 0.
Como

p(w) = =" ¢*(w), p(4l+1)(w0) =—4l+1)¢*(wp) =0

g(w) = W™ p*(w),
entonces tenemos que
sgu[p " (wo)] = 0, (4.84)
sgn(q}(wi)] = —sgn[ps(wi)], i =1,2,...,m, (4.85)
sgn[p*(oo)] = sgnlg(o0)]. (4.86)
Ya que n’ es par y k = 4l+1 entonces n es impar, usando las ecuaciones (4.83)
- (4.86), tenemos que o(p’) = o(p*) con
o(p") = {sen[p™ (wo)] — 2 sgulps(wr)] + 2 sgups(wn)]
+o o (=)™ 2 sgnpy(wn-1)]} - (=1)" 'sgnfg(c0)], (4.87)
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lo cual muestra que la segunda expresion de (4.75) se tiene para p*(z) de
grado impar. Ahora supongamos que n’ es impar, del teorema 4.11 tenemos
que
o(p) = —{2 sgnlgj(w)] — 2 sgnlg}(ws)] + ... + (1)
x 25gn[q} (Win-1)] + (=1)™ 'sgn[g} (wm)]} - (=1)™
xsgn[p*(00)], (4.88)
Ya que n’ es impar y k = 4l + 1 entonces n es par, utilizando las ecua-
ciones (4.84) - (4.86) y (4.88), tenemos que o(p’) = o(p*) con
o(p*) = {senlp™ (wo)] — 2 sgnps(w1)] + 2 sgnfpy(wa)] + - + (1)

x 2 sgnlps (wn-)] + (=1)"sgulpy (@]} - (=)™
xsgnlg(o0)], (4.89)

lo cual muestra que la primera expresién de (4.75) se tiene para p*(z) de
grado par. Asi el teorema es verdadero para k = 4] + 1.
Para k = 41 4 2, tenemos que

p*(jw) = —w' P (W) + j(—w' gt (w)),
primero supongamos que n’ es par, entonces del teorema 4.10 tenemos que
a(p) = {sgu[p}(wo)] — 2 sgu[p}(wi)] + 2 sgufpj(ws)] + ... + (=)™

x 2 sgn[p}(wm—1)] + (=1)"sgn[p}(wm)]} - (_1)m '
x sgnlg”(00)], (4.90)

donde los w;, con 0 = wy < Wy < wy < - -+ < wy,_1 son reales, no negativos, los
distintos ceros finitos de ¢} (w), con multiplicidad impar, también definimos
Wy, = 00. Ya que

p(w) = w2 p* (W), plA+2) (wo) = — (4l + 2)! p*(wp)

q(w) =~ %),

entonces tenemos que

sgnlp'"*?) (wo)] = —sgn(pj(wo)), (4.91)
sgn(py(wi)] = —sgn[pi(wi)], i =1,2,...,m, (4.92)
semlg(o0)] = —sgnlg*(00)]. (4.93)

99



Ya que n’ es par y k = 4] + 2 entonces n es par, usando las ecuaciones (4.90)
- (4.93), tenemos que o(p') = o(p*) con

a(p*) = {senlp™ (wo)] — 2 sgulpy(w)] + 2 sgnlps(ws)] + ... + (=)™
x 2 sgn[ps(wm-1)] + (=1)"sgn[ps(wm)]} - (1)
xsgn|q(o0)], (4.94)

asi tenemos que la primera expresién de (4.75) se tiene para p*(z) de grado
par. Ahora supongamos que n’ es impar, del teorema 4.10 tenemos que

o(p') = {sgnlpj(wo)] — 2 sgu[pj(wi)] + 2 sgu[pf(w)] + ... + (=1)"*
x 2 sgn[p}(wm-1)]} - (=1)" 'sgnlg” (o)), (4.95)

como n' es impar y kK = 4l + 2 entonces n es impar, usando las ecua-
ciones (4.91) - (4.93) y (4.95), tenemos que

o(p*) = {sgnlp™(wo)] — 2 sgnpr(w1)] + 2 sgn[ps(wa)] + ... + (=)™
X 2 sgn[ps(wm-1)]} - (—1)™ 'sgnlg(oo)], (4.96)

por lo tanto, el teorema es verdadero para k = 4l + 2.
Por tultimo, para k = 4l + 3, tenemos que

P (jw) = w' g (W) + j(—w ! Ppt (W),
supongamos que n’ es par, asi del teorema 4.11, tenemos que
o(p) = —{2 sgnlg}(w)] — 2 sgnfgj(w)] + ... + (=1)"7?
x 2 sgn[q}(wm-1)]} - (=1)"sgn[p*(00)], (4.97)

donde cada w;, con 0 < w; < we < --+ < wWy,_1, Son reales, no negativos, los
distintos ceros finitos de p}(w), con multiplicidad impar, ademds sea wg := 0.
Como tenemos que

pw) = ¢*(w), P (wo) = (41 +3)!¢*(wo) = 0

y
g(w) =~ p*(w),
entonces tenemos que
sgnfp™ ¥ (wy)] = 0, (4.98)
sgn[q}(u)i)] =sgnpr(w;)], i =1,2,...,m, (4.99)
sgn[p*(o0)] = —sgn[g(co)]. (4.100)
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Como n’ es par y k = 4l+3, entonces n es impar, usando las ecuaciones (4.97)
- (4.100), tenemos que o(p’') = o(p*) con

o(p*) = {sgn[p™ (wo)] — 2 sgnps(w1)] + 2 sgulps(ws)] +
oo A (1) 2 senlpy(wn)l}
x(—l)mflsgn[q(oo)], (4.101)

asi, la segunda expresién de (4.75) es valida para p*(z) de grado impar.
Ahora supongamos que n’ es impar, del teorema 4.11 tenemos que

o(p') = —{2 sgnfgf(w1)] — 2 sgn(g}(wa)] + ... + (=1)"77
x 2 sgng} (wm-1)] + (=1)™ sgn[g}(wm)]} - (=)™
xsgn[p®(c0)], (4.102)

Ya que n' es impar y k = 4] + 3 entonces n es par, utilizando las ecua-
ciones (4.98) - (4.100) y (4.102), tenemos que o(p’) = o(p*) con

o(p") = {sgnlp™ (wo)] - 2 sgnlps(wi)] + 2 sgnlps(wz)] + -~ + (=1)"~"
x 2 sgn[py(wm-1)] + (=1)"sgn[py (wm)]} - (=1)"
xsgn[q(oo)], (4.103)

lo cual verifica la primera expresién de (4.75) para p*(z) de grado par. Con
esto la demostracion del teorema es completada. O]

Utilizaremos el Teorema 4.12 en el siguiente ejemplo, para obtener infor-
macion acerca de la distribucién de las raices de un polinomio, en el plano.

Ejemplo 4.13. Consideremos el polinomio
p(2) =2 +4)(z-1)(z—2)(z = 3) (> + 2+ 1).
Sustituyendo z = jw, tenemos que p*(jw) = p(w) + jq(w), donde

p(w) = 5w — 210° + 10w® — 24w*

q(w) = —w + 10w — 2907 + 20w°.

Los ceros reales, finitos positivos de qr(w), con multiplicidad impar, son
wp =1, wy = 2 ywg = V5, también definimos wy = 0. Por lo tanto,
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sgn[p®(wo)] = —1, sgulps(wi)] = —1, sgulps(wa)] = 0, sgulps(wy)] = 1,
ademds, sgn[q(oo)] = —1. Ya que p*(2) es de grado impar y con una raiz en
el origen de multiplicidad 4, de la formula (4.75), se tiene que

a(p") = {sen[p™ (wo)] — 2 sgnlps(wi)] + 2 sgulps(ws)]
— 2 sgnpy(ws)]} - (—1)°sgn[q(c0)]
= {(=1) = 2(=1) +2(0) = 2()}(-1)’(~1) = 1.
De la factorizacion de p*(z), observamos que el polinomio tiene tres raices

reales y dos raices con parte real negativa, ademds, como o(p*) =1 —r, el
Teorema 4.12 se cumple.
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Conclusiones y Perspectivas

En el estudio de la estabilidad en sistemas de ecuaciones diferenciales,
el analisis del sistema linealizado muchas veces nos permite determinar la
estabilidad de este, ya que bajo determinadas condiciones la estabilidad del
sistema linealizado implica la estabilidad del sistema original.

Existen diferentes criterios, tales como, el Criterio de Routh, el Criterio
de Routh-Hurwitz, el Criterio de Liénard-Chipart, ver [21]; en los capitulos
anteriores se presenté el Criterio de Hermite-Biehler, también conocido como
el Criterio de la Alternancia. Este criterio nos permite determinar, mediante
el analisis del polinomio asociado, la estabilidad de sistemas continuos, su
demostracion esta basada en el Teorema de Interseccion de la Frontera y la
presentamos en el capitulo 1. Se analiza el polinomio caracteristico asociado
al sistema y a partir de este se obtiene dos polinomios para los cuales se
estudia la distribucion de sus raices a lo largo del eje y. Este mismo estudio
se puede realizar para analizar la estabilidad de sistemas discretos, haciendo
uso de la transformada de Mobius, estudiando la distribucion de los ceros
a lo largo del circulo unitario. Este andlisis también fue presentado en el
capitulo 1.

A partir del Teorema de la Alternancia, y por lo tanto, del Teorema de
Interseccién de la Frontera se puede desarrollar un test, equivalente al test
de Routh, para verificar la estabilidad Hurwitz para polinomios reales.

En el capitulo 2, se muestra una aplicacion dada por Kharitonov, en donde
utilizé este criterio en los trabajos que realizo en el estudio de la estabilidad
en familias de polinomios de tipo Intervalo.

En la teoria del control aparecen sistemas con retardo los cuales tienen co-
mo funcién caracteristica quasipolinomios, Cebotarev y posteriormente Pon-
trjagin, generalizaron el Teorema de Hermite-Biehler a este tipo de funciones
enteras, en el capitulo 3, se estudia la generalizacion dada por Pontrjagin.

Un cimulo considerable de investigacion se ha hecho en la distribucion de
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los ceros de funciones enteras y numerosos articulos se pueden encontrar en la
literatura matemaética [23]. Como perspectiva se podrian estudiar otras gene-
ralizaciones del criterio de Hermite-Biehler para funciones enteras arbitrarias,
tales como, funciones enteras de tipo exponencial.

También se puede investigar una posible generalizacion del Teorema de
Hermite-Biehler en funciones complejas donde se busquen condiciones para
que las raices tengan modulo menor que uno. Pueden también plantearse
posibles generalizaciones del Teorema de Hermite-Biehler en polinomios de
varias variables.

Finalmente, en el tltimo capitulo se presentaron generalizaciones del Teo-
rema aplicables a polinomios no necesariamente Hurwitz donde se incluye el
caso en que las raices puedan ser igual a cero, que son de interés pues es
donde podrian presentarse bifurcaciones.

Otra perspectiva de investigacién es el estudio del Teorema de Hermite-
Biehler, donde el conjunto de interés sea un conjunto distinto de C~ ¢ D.
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